Prof. Dr. Schmidt-Thieme / Michael Rottmann Arbeitsblatt Algebra SS 2005
Gruppen

Losungen

1.) i) Die 1 ist neutrales Element der Multiplikation. (M, o ) ist damit keine Gruppe, denn es gibt keine
inversen Elemente fira o x =1 (zum Beispiel 5-x=1) . Dies misste jal/a c Q ¢ Z sein.
i) (R, o) ist eine Gruppe.
iii) Die Menge M ist leer und damit ist (M, o) keine Gruppe.

2.) Ja, es handelt sich um eine Gruppentafel. Das neutrale Element ist a. In jeder Zeile / Spalte kommt
jedes Element genau einmal vor. Die jeweils inversen Elemente sowie die Abgeschlossenheit liest
man ebenfalls ab. Die Gruppe ist kommutativ (Symmetrie zur Hauptdiagonalen). Die Gruppe ist
isomorph zur Z3,

! Die Assoziativitdt kann man nicht in der Gruppentafel ablesen, diese musste fir jeweils 3
von allen Elementen geprtft werden.

3.) Gruppenaxiome nachweisen.
4)) Ja, (Z,+) ist Untergruppe von (Q,+) .

5.) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Untergruppen H und K der Gruppe G ist eine Untergruppe
der Gruppe G.

Zu zeigen sind die Untergruppenkriterien:

LU=HNKcGundU=HNK=0®

2. Fur alle uy, u, € U giltuzo u,™ e H

Beweis:

e € H. Denn da H nicht leer ist (H ist ja Untergruppe), gibt es ein Element h € H. Doch dann

enthalt H auch h o h™* = e (Untergruppenkriterium), die Identitat von G. Analog folgt e € K. Damit ist
eceHNKundHNK =+ Q.

Sind uy, U, € HN K, dann uy, u, € Hund u; o u,™ € H (da ja H Untergruppe) und auch u;o u,™ € K (da
auch K Untergruppe). Damit ist u; o u,™ € HN K und U = H N K ist eine Untergruppe von G



6.) Gegeben sind fur x e R \ {0} die 4 Funktionen
1 1
fo)=x 1) =~ F() =X, fa(x) ==

Hier missen wie Ublich die Gruppenaxiome gepruft werden.

e Assoziativitat: Die Verkettung von Abbildungen ist stets assoziativ.

e Existenz des Neutralen Elementes:
Die Identitat id=fy(x) stellt selbstverstandlich bei der Komposition von Abbildungen das neutrale
Element dar. Es gilt:

foofg=fo(fo(x))=x= foofy=f,.

1
frofy= fl(fo(x))=;: foo f=fo(fi(x)= f,.
foofg=f(fo(x)=-x=fyof, = fo(f,(x)= f,.

1
fgofo= f3(f0(x)):—;: foofs=fo(f3(x) = fs.

e Existenz des Inversen Elementes zu jedem Element:

foofo="To(fo(x))=x=fo.

ot = f(RO) =T =x=fo.
X
foof, =1, (f,(X)=-(-x)=x= 1,
faofy= f3(f3(x)):_i1:x: fo.
X

o Abgeschlossenheit, dazu missen alle Verknipfungen strategisch berechnet werden. Die
Gruppentafel ergibt sich wie folgt:

Es sind also alle Elemente selbstinvers. Die Gruppe ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe
(Deckabbildungen des unreguléren Rechtecks).



7)

8.)

Man beweise: Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung n, so ist a" = e fiir jedes a € G.

Beweis: Nach Satz (siehe unten) ist die Ordnung m eines Elementes a € G Teiler der
Gruppenordnung n, es gilt also m-t=n mitt € N. Damit folgt a" = (™)' = e' = e.

Info: Zuné&chst gilt der Satz, dass jedes Element einer Gruppe eine zyklische Untergruppe erzeugt.
Hier ist H=<a®> eine Untergruppe von G durch {az} erzeugt. Dies musste aber nicht gezeigt werden.

Definition ,,Ordnung eines Elementes*:
Ist a ein Element der Gruppe G und m der kleinste Exponent mit a™ = e, so nennt
man m die Ordnung von a.

Satz: In endlichen Gruppen ist die Ordnung eines Elementes stets Teiler der Gruppenordnung.
Beweis:

Da die Potenzen von a eine zyklische Untergruppe der Ordnung m bilden und die Ordnung
jeder Untergruppe Teiler der Gruppenordnung ist (Satz von Lagrange).

Zu zeigen ist die Assoziativitat, also A - (B-C)=(A - B) - Cfirralle A, B, C € R*,
Dies zeigt man durch Ausrechnen und Gleichheit der linken und rechten Seite, unter
Verwendung der gewohnlichen Matrizenmultiplikation. (Indexschlacht)

Linke Seite:

A-(B-C):(al az).(bl sz.[cl Zj :(al azj'(bl-c“bz-c3 bl-cz+b2-c4)
a, a, b, b,/ \c, c, a, a, b,-c,+b,-c; by-c,+b,-c,

(al'(bl'cl-l-bZ'CS)+a2'(b3'Cl+b4'C3) a1'(b1'cz+b2'c4)+az'(b3'Cz+b4'C4)j

az-(b,-c,+b,-c)+a, (by-co+b,cy) ag-(b-c,+b,-c)+a,-(b;-c,+b,-Cp)

(¢

Rechte Seite:
(A-B).C - (al az)'(bl sz ‘[cl zjz (al~b1+a2‘b3 al‘b2+a2‘b4) (cl czj
a, a,) \b, b, c; C, a,-b+a,-b, a;-b,+a,c, c, C,
_((al'bl"'az'bs)'cl"'(al'b2+a2'b4)'c3 (al'b1+a2'b3)'cz+(al'b2+a2'b4)'c4j
(a;-b +a,-b)-c +(a;-b, +a,-0,)-c; (a;-b +a,-b)-c,+(as-b, +a,-b)c,

(¢

Man sieht die beiden Seiten sind gleich (sonst weiter umformen...).

9.) Zeigen Sie: In jeder Gruppe G gilt: (a o b)*=b* o a™ fur alle a,b € G

Es sei x=(a o b)™ gesetzt. Beweis mit folgender Schlusskette:
x=(@aob)'=>xo(@aoh)=e=(xo(@aoh)ob*=eob*=xo(@ach)yob=eob
sxo(@o(bobM))=eob'=xo(@ace)=eob*=sxoca=b"

> (xoa)oa'=b'oa'sxo(@acal)=broa'sxoe=btoa"

= x=b"oa™. Damitalso (acb)'=b" o a™fir alle a,b € G.

(Ubrigens: nur in kommutativen Gruppen gilt also (a o b)*=a™ o b™).



10.) Sei G die zyklische Gruppe der Ordnung 4 durch {a} erzeugt, also G = <a>.
Sei H = <a®> eine Untergruppe von G. Bestimmen Sie alle rechten Nebenklassen von H in G.

Es ergeben sich die verschiedenen Nebenklassen:

Hoe ={e;a}=H

Hoa ={a;a’} = Ha.

Hoa’={a%a'}={e;a’}=H

Hoa’={a% a’}={a% a} =Ha.

Die verschiedenen Nebenklassen von H in G sind damit H und Ha. Man sieht auch hier
je zwei Nebenklassen sind disjunkt: H N Ha = ¢ und die Vereinigung aller Nebenklassen
istG:HUHa={e;a*a;a’}=G.

11.) Richtig oder falsch?

O Zu jeder naturlichen Zahl n gibt es mindestens eine Gruppe der Ordnung n.
(wabhr, die zyklische Gruppe der Ordnung n)

O Zu jeder natrlichen Zahl n gibt es genau eine Gruppe der Ordnung n.
(falsch, Gegenbeispiel: Kleinsche Vierergruppe und Zyklische Gruppe der Ordnung 4 sind
nicht isomorph.)

O Jede Gruppe hat eine Untergruppe.
(wahr: die trivialen Untergruppen)

O Jede Gruppe besitzt eine nichttriviale Untergruppe.
(falsch, die Gruppen der Ordnung p=prim besitzen nach dem Satz von Lagrange nur die
trivialen Untergruppen)

O Die Menge der 2x2 Matrizen mit reellen Eintrégen und der Matrizenmultiplikation als

Verknlpfung ist eine Gruppe.

(wahr, Gruppeneigenschaften sind in der Ubung nachgewiesen worden.)
O Zyklische Gruppen sind abelsch.
(wahr, in der Vorlesung bewiesen worden)
O 1 ist das einzige Element aus der Menge der ganzen Zahlen Z, das die zyklische Gruppe
(Z, +) erzeugt.
(falsch, auch -1 ist erzeugendes Element)
O Jede Gruppe der Ordnung p mit p Primzahl besitzt genau 2 Untergruppen.
(richtig, die beiden trivialen Untergruppen)

12.) Es erweist sich als sinnvoll, fir 1 — x eine Abkirzung einzufiihren. Fir x € R sei x:= 1 — x. Die
folgenden , unmittelbar einsichtigen Gesetze kann man beim Nachweis der Gruppeneigenschaften
benutzen.

1. x=yex=y

2. x@y=1-(x+y-xy)=(1-x)(1-y)=xy

Nun folgt der Beweis der Gruppeneigenschaften fur (R \ {1}, ®):

(1) Abgeschlossenheit:

X1 'yz1lox#0"y0= xy=#0

Nach 2. heiBtdas x @y =0, alsox ey = 1.

(2) Assoziativitat:

Fir alle x, y, z € R gilt (x @ y) z = x (y & z): Mittels 2. und dann 1. folgt weiter:
XBV)Z=XYDZ) =>XBY)PZ=XDYDZ) = XBY)BZ=XD (YD 2).




(3) Kommutativitat:

XOY=X+tYy—Xy=y+X—yxX=yd X.

(4) 0 ist neutrales Element

X®0=x+0-x0=x=0 & x (wegen der Kommutativitat)

(5) Existenz inverser Elemente

Firx e R\ {1} gilt auch x / (x-1) € R\ {1} und man rechnet nach, dass x / x-1 das inverse Element
fur jedes x e R\ {1} ist.

13.) Gilt fur jedes Element x € G die Gleichung x + x = e, so gilt insbesondere auch (x +y) + (x +y) = e.
Aus (X +y) + (x +y) = e folgt nun durch Addition von y von rechts und unter Ausnutzung der
Assoziativitat in der Gruppe G: x + y + x = y. Addiert man nun noch x von rechts, so folgt
X +y =y + X, und das war zu zeigen.

14.) Die Ordnung der Gruppe G ist p=17 prim. Damit besitzt sie nach dem Satz von Lagrange nur die
Beiden trivialen Untergruppen G und {e}.

15.) In jeder Nebenklasse liegt genau ein Element der Gruppe, die Anzahl der Nebenklassen entspricht
also der Ordnung der Gruppe G.

16.) Zeigen Sie: Die Gruppe S7 besitzt keine Untergruppe der Ordnung 11.
Beweis: |S;|=7!=7-6:-5-4-3-2-1=7-5". 3%.2% Ware H Untergruppe von S7 der Ordnung

11, dann misste 11 nach dem Satz von Lagrange |S-| teilen. In der Primzahlzerlegung von |S/]|
kommt jedoch 11 nicht vor, also gibt es keine Untergruppe der Ordnung 11. g.e.d.



