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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 ‘VI
Aufgaben I A

1. Pizza — an was denken Sie? (Bitte sofort notieren!)
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 ‘VI
Aufgaben I A

2. Was gefallt Ihnen besser? Und warum?

& 1
nEN:Zi:nm;)
i=1

oder

"Die Summe der ersten n natirlichen Zahlen ist gleich der Halfte des Produktes
von n mit seinem Nachfolger."
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 ‘VI
Aufgaben I

3. Hier sehen Sie einen Wiirfel aus kleinen Wirfeln. Wieviele kleine Wiirfel bleiben
tbrig, wenn Sie ein Saule wegnehmen? Warum? Wie sieht es bei Wirfeln mit
einer Kantenlange aus 4, 5, ... kleinen Wiurfeln aus?

A
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 ‘VI
Inhalte I A

Mit folgenden Inhalte und Fragen werden wir uns also z. B. beschaftigen:

e \Was sollen Schiler im Algebra- oder Arithmetikunterricht lernen?
e Wie kann man den Stoff aufbereiten?

¢ \Welche typischen Probleme bzw. Mdglichkeiten ihrer Vermeidung oder Behe-
bung gibt es?

e \Was ist der Unterschied zwischen Brichen und rationalen Zahlen?
e \WWas haben die Dezimalzahlen mit Prozenten zu tun?

e Wieviel Fachwissen vertragt der Schuler? Und der Lehrer?
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 ‘VI
Ubersicht I A

e Kapitel 1 Zahlen
e Kapitel 2 Gleichungen
e Kapitel 3 Funktionen

e Kapitel 4 Terme
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Literatur I A
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|. Zahlen

ll. Gleichungen

l1l. Funktionen

V. Terme
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Ubersicht: Zahlen I A

1) Einfihrendes Beispiel: Negative Zahlen
2) N, Z und Q

3) R

4) Bruchzahlen

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen

1) Negative Zahlen in der Grundschule

LIS VUL SLILLASD LTI LRLIIATL DAL,

18-11-19-9-6 = 1020 oder
18-11-19-9-6=125
18-11-19-(9-6) =125
(18-11)-19-(9-6)=125
(18-11-19-9)-6 = 1020 1
18- (11 —19) + (9 - 6) geht nicht
18-11—-19+9-6= 1128 oder
18-11-19+9-6 =233
(18-11-19+9)-6=1128

18- (11 - 19 + 9 - 6) geht nicht
18-11-(19 -9 - 6) geht nicht
18:-11-(19-9)-6 =138

Trr- b e

M
A
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / |. Zahlen ‘VI
Negative Zahlen in der Sekundarstufe | I A

1 Ganze Zahlen

. B

3000 m Aus einer Wettervorhersage:

Tageshochsttemperaturen:
In den Talern: 7 bis 9 Grad tiber Null
In 1000 m Hohe: 2 Grad tdber Null
2000m  In 2000 m Hé6he: 3 Grad unter Null
5 In 3000 m Hohe: 8 Grad unter Null

Was bedeuten die Angaben ,,iber Null*“ und
unter Null**?

In welchen Hohen ist mit Schneefallen zu
rechnen?

1000 m

Zur Darstellung und Beschreibung von Temperaturangaben unter Null, Schulden oder Tie-
fenangaben setzt man ein Minuszeichen vor die natiirliche Zahl: —8, — 17, — 35. Diese Zah-
len heil3en negative ganze Zahlen. Nattrliche Zahlen heiBen daher auch positive ganze Zah-
len. Zur deutlicheren Unterscheidung kann man vor positive Zahlen das Vorzeichen Plus
setzen: +8, +17, +35.
o E
Man erweitert den Zahlenstrahl zur Zahlengeraden.
Rechts der Null stehen positive ganze Zahlen. Sie haben das Vorzeichen Plus.
Links der Null stchen negative ganze Zahlen. Sie haben das Vorzeichen Minus.

SSPEVY PTRRNY S I 57 1] S e FUTEON M) S SR (i) SRR g
S I T L R T e T T T B e,

negative ganze Zahlen positive ganze Zahlen
N : J
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
Modelle: Theorie der Skalenbereiche I A

(Jahnke 2003)

Temperaturen, Kontostande, geografische H6hen — Zahlenstrahl

+5000
I-zooo IO |+3000 |+5000
+2000
Beispiel: Kontostand
Addition pos. Zahl Einzahlung, Buchen einer Gutschrift
Subtraktion pos. Zahl Auszahlung, Ldschen einer Gutschrift
Addition neg. Zahl Buchen einer Lastschrift ?
Subtraktion neg. Zahl LOschen einer Lastschrift ?

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Intention und Interpretation I A

Intention: Warum fuhre ich diesen Begriff
mit bestimmten Eigenschaften in der Schule ein?

Interpretation: Erklarung durch Sachkontext

Problem: bel negativen Zahlen liegen Aspekte weit auseinander!

Intention: algebraisches Kalkul
Interpretation: Sachkontexte brauchen dieses Kalkul nicht!

Beispiele:
? Zahlen bestimmen Grol3en: Negative Grof3en?
? —3 > —4, aber 4000 Euro sind doch mehr Schulden als 3000 Euro?

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Grundlagen I A

Maxime
Mathematische Begriffe fallen nicht vom Himmel,
sondern sind vom Menschen gemacht

Aus der Geschichte:
Leonardo von Pisa (1170 (?)-1250(?)): Textaufgabe mit negativer Losung
— Schulden

Michael Stifel (1487-1567). absurde, fiktive Zahlen, aber Fiktion auf3erst nttzlich;
z.B. bei L6sung quadratischer Gleichungen

Ab 1600: negative Zahlen als Rechenobjekte akzeptiert, Nutzen im Kalkdl;
doch was ist ihre "Natur"?

19. Jh.: formal definiertes mathematisches Objekt

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Methodischer Grundgedanke I

Bergiff ist nicht Bezeichnung eines vorgegebenen Inhalts (aus Alltag; empirischer
Begriff),

sondern: nach formaler Definition nach Deutung gesucht (theoretischer Begriff).

Rechenregeln flr negative Zahlen sind nicht aus anschaulichen Gegebenheiten
herleitbar
sondern: sie sind willktrlich, aber begriindet festgeleqgt.

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http://mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen I
Vorschlag (angelehnt an geschichtliche Entwicklung des Kalkdls) I

1. (Naives) Arbeiten mit algebraischen Termen und Gleichungen.

2. Entdecken: Losungen mit negativen Vorzeichen — sinnlos?

3. Negative Zahlen als Zwischenlosung fihren zu richtiger Losung.
Tim rechnet die Aufgabe 5483 — 3654 halbschriftlich:

5483 — 3654 = 2000 — 200 + 30 — 1 = 1829
5000 — 3000 = 2000
400 — 600 = —200
80 — 50 = 30
3—4=-—1

(4. Geschichte: auch "grof3e" Leute hatten Probleme mit negativen Zahlen!)

Hans Niels Jahnke: Numeri Absurdi Infra Nihil. In: Mathematik lehren 121 (2003) 21-40.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
Exkurs: Themenkreise; Beispiel: Quadrieren I A

e Quadrieren und Wurzelziehen als Operationen
und ihre Umkehroperationen in R;
Irrationalitat, reelle Zahlen

e Nneue Termarten
e quadratische und Wurzelfunktionen

e quadratische Gleichungen

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http://mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen

Themenstrange und Jahrgangsstufen

Jg. | Zahlen Terme Funktionen Gleichungen
5i M Einfache Terme, Tabellen mit Lésen einfacher
Grundrechen- Tabellen, Variablen, Gleichungen durch
arten Einsetzungen Operatoren Probieren,
Uberlegen,
Gegenoperatoren
6. B=@Q' Einfache Terme mit | Tabellen mit Lasen einfacher
Bruchrechnung | Briichen; Variablen; Gleichungen durch
Dezimalbriiche | Einsetzungen Bruchoperatoren Gegenoperatoren
7 Q Einfache Terme mit | Proportionale, Lasen einfacher
Grundrechen- positiven und antiproportionale | Gleichungen durch
arten negativen Zahlen Funktionen; Gegenoperatoren
empirische
Funktionen
8. Q Termumformun- Lineare Funktio- Lisen von Glei-
Grundrechen- gen; nen; Funktions- chungen durch
arten: ganze* Terme, gleichungen; Aquivalenzumfor-
Potenzen mit Bruchterme Eigenschaften von | mungen;
natiirlichen Funktionen Bruchgleichungen;
Exponenten einfache Glei-
chungssysteme;
Aufstellen und
Umformen von
Formeln
9. R Terme mit Quadra- | Quadratische Quadratische
Quadrieren und | ten und Wurzeln Funktionen; Gleichungen;
Wurzelziehen; Wurzelfunktio- Wurzelgleichun-
[rrationalitét nen, gen
Eigenschaften
quadratischer
Funktionen;
Umkehrfunktion
10. | B Terme mit Poten- Potenzfunktionen; | Potenzgleichun-
Potenzrech- zen; Exponentialfunk- | gen;
nung Vereinfachung; tionen und Loga- Exponentialglei-
Terme mit rithmusfunktio- chungen;
trigonometrischen nen; Trigonometrische
Funktionen trigonometrische Gleichungen
Funktionen

(\allrath 7)

|
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Themenstrange und Jahrgangsstufen: Bildungsstandards 2004

M

Jg. | Zahlen Terme Funktionen Gleichungen
5/6 | N, einfache Brilche; proportionale Zuord- | einfache Gleichun-
Grunderchenarten, nung gen, Dreisatz
einfache Potenzen
718 | 7Z,Q Termumformungen, |lineare Funktionen, | Aquivalenzumfor-
binomische Formeln; | anti-, proportionale | mungen, lineare/
inhaltliches Ver- | Zuordnungen, Bruchgleichungen,
standnis und Varia- | Prozenterechnung -systeme
tion von Formeln
9/10 | R Termberechnungen, |quadratische Funk- | quadratische Glei-
inhaltliches Ver- | tionen chungen
standnis und Varia-
tion von Formeln
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen

2a) Ubersicht: Themenstrang Zahlen

M
A

Zahlen

N, Grundrechenarten

Q™, Bruchrechnung, Dezimalbriiche

Q, Grundrechenarten

Q, Grundrechenarten, Potenzen mit natirlichen Exponenten

O 00N O O011Q

R, Quadrieren, Wurzelziehen, Irrationalitat

10

R, Potenzrechnung

(Vollrath 7, Auszug)
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
b) Zahlen mathematisch I A

Zahl?  Was sind Zahlen? Wie sind Zahlen? Wozu verwendet man sie?
Verwendung: (ab)zahlen, messen, rechnen, ordnen, ...
Charakterisierung (der Zahlen verschiedener Zahlbereiche):

- Eigenschaften und Regeln (algebraische Struktur)
Ordnungsstruktur
Axiomatische Grundlage

- Zahlbereichserweiterung: durch Paarbildung und Aquivalenzklassen

Wesen: "Die natlrlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Men-
schenwerk." (L. Kronecker 1886)

existent gedacht
entdecken erfinden
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
c) Natdrliche Zahlen I A

Peano-Axiome: Menge N mit

(P1)1e N

(P2)ae N—a+1€N

(P3)Va,be N;a#b—a+1#b+1

(P4)Vae N :a+1#1

(P5)Menge M mitl e MundVne N:-neM —n+1€ M,dann N C M.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
c) Natdrliche Zahlen I A

Grundoperation: Addition

- erzeugt alle natlrlichen Zahlen (1 + ... +1 =n)
- ordnet zwei naturlichen Zahlen eine dritte zu
- andere Operationen lassen sich aus ihr gewinnen

Operation Gegen-/Umkehroperation

Addition Subtraktion Bedingung

1+...j—1:n c—b=a—a+b=c c—beNob<c

a+b=c (Kleiner-Relation, 7Z)

Multiplikation (wdh. Addition) | Division Bedingung

b—l—...—ll—b:a-b c:b=a<a-b=c clb—c:b=a€eN

b+..+b=ag+..+aqa (Teilbarkeit, Primzahlen, Q)
a—‘gml b—\Trnal

Potenzieren Wurzelziehen (Basis?) Logarithmieren (Exponent?)

b-...-b=b"=c Ve=a log,c=10b

23 =23 (R)
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
c) Natdrliche Zahlen I A

VerknUpfungen: n xn =7

- Abgeschlossenheit: formal nur bei Addition, Multiplikation, Potenzieren
In weiterem Sinne bei Subtraktion, Division

- Assoziativitat

- Kommutativitat (nicht bei Subtraktion, Division, Potenzieren)

- Distributivitat der Multiplikation bzgl. der Addition

- Rolle der 0, 1 als neutrale Elemente

Erweiterung:

Minimum, Maximum  min(a,b)  max(a,b)
ogT, kgV
Restklassenarithmetik (Uhr, Codierung)

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/www.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 22/74
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d) Negative Zahlen I A

Abgeschlossenheit bzgl. der Subtraktion
Einflhrung mathematisch tber Paarbildung und Aquivalenzklassen

(a,0) e NxN:a—-b=ceZ

Skalenmodelle
Temperaturen, Kontostande, geografische H6hen — Zahlenstrahl

+5000

1-2000 |0 |+3000 |+5000
| | | |

+2000
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
d) Negative Zahlen I A

Vorzeichenregeln
Erinnerung: (—r) - (—s) =rs
Mogliche Zugange:

- Skalenmodelle, Operationen sind Zustandsveranderungen
- Rechenfolgen

2.5 = 10 32 = 6 (-3)2 = -6
15 = 5 31 = 3 (-301 = -3
05 = 0 30 =0 (30 = 0
(-1)5 = -5 3.(-1) = -3 (-3)(-1) = 3
(-2)5 = -10 3.(-2) = -6 (-3)(-2) = 6

- genetischer Zugang

Formulierung:

- sprachlich

"Zwei Zahlen mit gleichem Vorzeichen werden multipliziert, indem man die Betrdge multipliziert.
Zwei Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden multipliziert, indem man die Betrdge multi-
pliziert und ein Minuszeichen vor das Produkt setzt."

- Algorithmen
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
3) Reelle Zahlen I A

Motivation: 22 — 2 =0

Bestimme die Zahlen, deren Quadrat 2 ist.

Bestimme die Seitenlange eines Quadrates, dessen Flacheninhalt doppelt so grof3
ISt wie der des Einheitsquadrats.

Bestimme die Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat.

V2 =7 Name ? Eigenschaften ?

Termumformungen, Rechnen und Beweisen mit Wurzeltermen
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen

a) Zahlenwert und Irrationalitat I

Dezimalbruch (endlich, unendlich periodisch)? Bruch ]59 (geklrzter Bruch)?

Satz: Ist p eine Primzahl, so gibt es keine rationale Zahl x mit 2 = p.

Beweis: Angenommen es gibt eine rationale Zahl 2 mit (%)* = p.
Dann gilt m? = n*p. Widerspruch!

V2 ist also irrational.

e Bewels

e indirekter Beweis

— Punkte auf der Zahlengerade

— unendlich nicht periodischer Dezimalbruch
(durch endlich beliebig genau approximierbar)

— Annaherung an den Zahlenwert Gber Intervallschachtelung

A
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen
b) Numerik

A

Ersetzen des Wurzelausdrucks durch einen Naherungswert

Naherungsverfahren:

e Quadrierverfahren: a* < p < b

e Halbierungsverfahren: Intervallmitte als neuer Wert
e Heron-Algorithmus

Lernziele:

e schrittweise Naherung, konvergierende Folge
e Algorithmen, Rekursionsformel

e Genauigkeit, Rechenzeit
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c) Konstruierbarkeit I A
W2
1
—
0 I w2 2 |
0 I w2

i 0 )
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
d) Rechenregeln/Verknlupfungseigenschaften I A

Dezimalbriche: unendlich, gewohnte Algorithmen greifen nicht
— Langenmodell

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division entsprechend Q.
Wurzelziehen bei positiven Zahlen maoglich.

Potenzieren:
5 Potenzieren

7 negative Exponenten?
10 gebrochene Exponenten
11-13 Vertiefung

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 29/74



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
e) = und die Transzendenz I A

keine algebraische Zahl, d. h. Losung einer algebraischen Gleichung
— Quadratur des Kreises unmdglich

Naherungswege:

geometrisch: ein-, umbeschriebene regelmalige Vielecke
(1597, 2°'-Eck, 15 Dezimalen)

analytisch: Reihen

=~ I i 1)k 1 1 1
_ —_— ( ) — _+___oo.
nlzllzn—1 2n+1 4 Zk:o o2k + 1 3 5 7

Hypothese: Die Dezimalen von 7 sind eine Zufallsfolge

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 30/74



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
f) Komplexe Zahlen I A

Motivation: 22 +1 =0
Ldsen quadratischer Gleichungen

G. Cardano (1545), R. Bombelli (1572): quantitas sophistica
A. Girard (1629): solutions impossibles

R. Descartes (1637): racines relles et imaginaires

C. F Gaul3 (1831): numeri complexi

Komplexe Zahlenebene
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Algebraunterricht historisch I

Cossisten (16. Jh.): Bucher auf Latein; Losungsformeln far Gleichungen

L. Euler: Vollstandige Anleitung zur Algebra (1770); Zahlenrechnen und L6sungs-
formeln flr Gleichungen

Schulen Universitaten

E. 19. Jh. Ldsung von Gleichungen

1905 Meraner Vorschlage: Funktionsbe- Theorie der algebraischen Strukturen
griff

Erlanger Programm: Gruppen
Bourbaki: axiomatische Methode

1959 New Thinking in Mathematics: al-

gebraische Strukturen und axiomati-

sche Methode; KMK 1968
1970er Abschwachung der Axiomatik,

Starkung der Anschauung; Leitidee:

Verstehen durch den Schiuler
2000 PISA! Schwachpunkte: Uben for- Computer, Geometrie

maler Fahigkeiten, Schwierigkeiten

mit Formelsprache, fehlende Anwen-

dungskompetenz
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Auswahl der Inhalte I A

Gultigkeit:

gultige Begegnung mit der Mathematik:

neue Inhalte oder Methoden in der Mathematik hinsichtlich thre Auswirkungen im
Mathematikunterricht tberdenken,

fachlich authentischer MU

Angemessenheit:
Aufarbeitung der Inhalte und Differenzierung

Wert:
fur Mathematik: Leitbegriffe der Mathematik
far (Allgemein)Bildung: Ausbildung Denkfahigkeit bis Anwendung Alltag
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
4) Rationale Zahlen I A

a) Einfihrung
Aquivalenzrelation auf Z x (Z \ {0})

(a,b) = (¢,d) < ad = bc
Aquivalenzklassen:

(a,0) == {(z,y)|(x,y) € ZXZ\{0} A (2,y) = (a,D)}

Reprasentation des Bruchs (a, b) durch 7 oder Dezimalzabhl.

Einbettung der ganzen Zahlen z € Z in Q durch (z, 1).
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
b) Rechenregeln I A

Addition:
a N c ad + bc
b d bd
Multiplikation:
@ c._ac
b d bd

Satz: Die Menge Q der rationalen Zahlen
zusammen mit der oben definierten Addition und Multiplikation
ISt ein KOrper.

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 35/74



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
c) Anordnung I A

Kleinerrelation:
(a,b) < (c,d) < a-b-d° <c-d-b

Dichte: Faralle r, s, € Q mitr < slasstsichimmereint € Q angeben mitr <t < s.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
d) Zugange/Konzepte fur Briche I A

GrolRenbereich, Zustand:

Bekannten Zahlen reichen als Mal3zahlen fur Strecken nicht aus.
Z. B. B mit A messen: B=nA bzw. A=1B
Bruchteile/zahlen beziehen sich auf ein (immer anderes) Ganzes.

Bruch als Zustand, d. h. das Ganze ist nicht bewusst.
Z. B. Viertel Butter, Achtel Rotwein, Dreiviertel Vier

Operatoren,;

Abbildung/Operator: <n> G — nG
Umkehrabbildung: (n) ! : G — <G (Stammbriiche)
Verkettung: (m) o (n)~!': G — mG
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen .VI
e) Zugange/Konzepte fur Briche I A

Quotient/Erweiterungsbereich:
Ausgehend von N Zahlbereich suchen, in dem Division immer maoglich.

Darstellung auf Zahlenstrahl:

0 1 2
1 2 3 4

1 5 3 1 5 g 7 g

4 jll 4 4 4 4 4 4

13 03 4 s 8 7 8 9o b ou b o L v I

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

Verhaltnisangabe

2m — Strecke steht zum Meter im Verhaltnis 3 zu 4.

Drei Viertel der Apfel sind faul.

75 Prozent der Apfel sind faul.

Vorsicht: Mische Apfelsaft und Sprudel im Verhaltnis 3 zu 4.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI

f) Vermittlung der Konzepte — 2 I A

Tell eines Ganzen/Anteil:
Torte oder Pizza: in vier gleiche Teile teilen, davon drei Stlicke.

Operator:

Quotient:
3 Tafeln Schokolade werden an vier Kinder verteilt. Jede Tafel teilt man in vier
gleich grof3e Stiicke und gibt jedem Kind drei.

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 39/74



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
g) Bruchrechnung I

Erweitern und Kirzen: Teil eines Ganzen; Erweitern als Verfeinerung, Klrzen als
Vergrébrung der Einteilung.

Addition und Subtraktion: gleichnamig tber GroRenkonzept, 3 Achtel plus 2 Achtel
sind 5 Achtel;
ungleichnamig: vorher gleichnamig machen

Multiplikation und Division: Operatorenkonzept
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
h) Probleme I A

e seltener als naturliche Zahlen

e Schreibweise komplizierter

¢ viele Darstellungsweisen fur eine Zahl
e Begriffsvielfalt, Konzepte

e das Ganze, die Bezugsgrofe

e wenig konkretes Handeln, zu wenig Veranschaulichungsmodelle auf ikonischer
Stufe, zu frihe Abstraktion (Operationen mit Bruchzahlen)
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Satze I A

Regeln, Formeln, Verfahren, Kalktl — Satze?

Existenzsatze: Losungen linearer Gleichungen
Finden einer Formel: Summenformel
Verallgemeinern einer Formel: Binomischer Lehrsatz
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / I. Zahlen ‘VI
Beweise I

Mathematisch: endliche Folge von Aussagen, verbunden durch logische Schllsse
(direkter Beweis, indirekter Bewels)

Schule: Beweis als soziomathematische Norm
generische, diagrammatische, verbale Beweise

Voraussetzungen:

Erkennen der Beweisbedurftigkeit
Bewusstsein der Hierarchie von Einsichten
Formalisierungsfahigkeit

Kenntnis logischer Regeln

Heuristische Fahigkeiten
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 VI

|. Zahlen

ll. Gleichungen

l1l. Funktionen

V. Terme
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen ‘VI
Programm: I A

ll. Gleichungen
1) Nutzen und Zweck

2) Gleichungstypen
3) Operieren mit Gleichungen
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts

5) Gleichungslehre 5-10

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
1) Nutzen und Zweck I A

Motivation flr Zahlbereichserweiterung

Motivation fir mathematische Erkenntnis (Geschichte)

- Immer Thema

- Verallgemeinern, Formalisieren der Lésung
- Zahlbereiche

- Er6ffnung neuer mathematischer Bereiche

Schule?
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen .VI
Gleichungen in den Schulstufen I A

1 Gleichheitszeichen

2 Rechne:3+5=x2,6+2 =28 Zahlen bestimmen

3

4

5 Gegenaufgabe zu 6 + x =8 einfache Gleichungen l6sen

6 Bruchgleichungen; Zahlbere-
ichserweiterung

7 Termumformungen; Aquvalen-
zumformungen

8 Funktionsbegrift: linear,
guadratisch

9

10
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen ‘VI
2) Gleichungstypen I A

e Gleichungen und Ungleichungen

e Gleichungen mit gebundenen Variablen: in Satzen oder Aussagen
Bsp. Va,beN:a+b=0b+a

e Bestimmungsgleichungen: eine ungebundene Variable/Unbekannte
Bsp. 3x +4 =7

e Parametergleichungen: bekannte Grol3en (Parameter) und Unbekannte
Bsp. u = 2nr

e lineare, quadratische, kubische Gleichungen, Gleichungen n-ten Grades
e \Wurzelgleichungen, Exponential-, Logarithmusgleichungen
e Bruchgleichungen, komplexe Gleichungen

e Gleichungssysteme
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen

3) Operieren mit Gleichungen: a) L6sen von Un/gleichungen I ,\I

LOsungen: Zahlen, deren Einsetzen eine wahre Aussage ergibt; Losungsmenge;
Probe

Variablen/Grundbereich (grofdter bekannter?)

Einsetzen, systematisches Probieren

Ruckwartsschliel3en

Schliel3en unter Benutzung von Veranschaulichungen

graphisches Ldsen

Losungsformeln flr quadratische, kubische, biquadratische Gleichungen;
bei Gleichungen n-ten Grades: Polynomdivision

Naherungsverfahren (durch Iteration); z. B. Intervallhalbierungsverfahren
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen ‘VI
3) Operieren mit Gleichungen: b) Aquivalenzumformungen I

Formulieren von Rechengesetzen: an Zahlenbeispielen und Variablen; Rechen-
regeln fur Bruchzahlen

e Ordnen
e Zusammenfassen
e Seiten vertauschen [Relationszeichen verandern]

e Addition/Subtraktion der gleichen Zahl/des gleichen Terms (!) auf beiden Seiten;
z. B. quadratische Erganzungen

e Multiplikation beider Seiten mit der gleichen Zahl/dem gleichen Term (!)
[negative Zahl: Relationszeichen andern]

e Division beider Seiten durch die gleiche Zahl (£ 0)/ den gleichen Term (!)
[negative Zahl: Relationszeichen andern]

e Quadrieren beider Seiten [Achtung, keine Aquivalenzumformung!]

e Logarithmieren

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/www.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 49/74



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen ‘VI
3) Operieren mit Gleichungen: c) Gleichungssysteme I

Gleichsetzungsverfahren
Einsetzungsverfahren
Additionsverfahren

graphisches Ldsen

Wieviele Losungen?
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen d I
3) Operieren mit Gleichungen: d) Formeln/Gleichungen aufstellen I A

Formeln fir geometrische Figuren (z. B. Flacheninhalt Rechteck) aufstellen
Interpretation einer Formel: Abhangigkeiten, Verlauf, inhaltliche Grundlage
Aufldsen einer Formel nach einer Variablen

Einsetzen von Grof3en in eine Formel
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts I A

Blick in die Bildungsstandards

Zahl

- mit Variablen als typisch mathematischem Element umgehen und arbeiten
- die Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterungen an Beispielen begrtinden
- Rechengesetze

natdrliche Zahlen, ganze, rationale Zahlen reelle Zahlen
Brlche
Term-, Aquivalenzumfor- Termberechnungen
mungen
binomische Formeln Formeln: Inhaltliches
Verstandnis und Varia-
tion
lineare Gleichungen guadratische Gleichun-
gen
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
Bildungsstandards (Fortsetzung) I A

Modellieren/Funktionaler Zusammenhang

- mit dem Gleichheitszeichen korrekt umgehen
- Fragen der Losbarkeit und Losungsvielfalt untersuchen und Aussagen dazu mache

einfache Gleichungen lineare Funktionen guadratische Funktionen
Dreisatz
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts I A

a) Zahl

Eigenschaften von Zahlen in Gleichungen formulieren: a +b =0+ a
Operation und Gegenoperation: a+b=cundc—b=a
Formulieren von Rechengesetzen an Zahlenbeispielen und Variablen
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts I A

b) Terme: auf beiden Seiten des (Un)Gleichheitszeichens

e Ordnen
e Zusammenfassen
e Seiten vertauschen [Relationszeichen verandern]

e Addition/Subtraktion der gleichen Zahl/des gleichen Terms (!) auf beiden Seiten;
z. B. quadratische Erganzungen

e Multiplikation beider Seiten mit der gleichen Zahl/dem gleichen Term (!)
[negative Zahl: Relationszeichen andern]

e Division beider Seiten durch die gleiche Zahl (£ 0)/ den gleichen Term (!)
[negative Zahl: Relationszeichen andern]

e Quadrieren beider Seiten [Achtung, keine Aquivalenzumformung!]

e Logarithmieren
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts I A

c) Funktionen

LOsungen: Zahlen, deren Einsetzen eine wahre Aussage ergibt «<— Nullstelle
Abhangigkeit der Variablen voneinander

Einsetzen, systematisches Probieren

Schliel3en unter Benutzung von Veranschaulichungen

graphisches Ldsen

Losungsformeln flr quadratische, kubische, biquadratische Gleichungen

Naherungsverfahren (durch Iteration); z. B. Intervallhalbierungsverfahren
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1l. Gleichungen .VI
4) Vernetzung innerhalb des Mathematikunterrichts I A

d) Formeln und Sachaufgaben

Formeln flr geometrische Figuren (z. B. Flacheninhalt Rechteck) aufstellen
Interpretation einer Formel: Abhangigkeiten, Verlauf, inhaltliche Grundlage
Auflosen einer Formel nach einer Variablen

Einsetzen von Grol3en in eine Formel

Sachaufgaben:

- Terme gewinnen

- Relationen zwischen Termen

- Reihenfolge der Operationen

Schema, Skizze fur Uberblick tiber Sachverhalte

Sei S die Zahl der Studierenden und p die Zahl der Professoren einer Universitat.
Auf einen Professor kommen 6 Studenten.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / Il. Gleichungen

5) Lehrgang Gleichungen

M
A

Stufe | Zahlen | Terme Funktion | Gleichungen
5/6 |N — —

718

9/10
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. Klasse
. Klasse
. Klasse
. Klasse
. Klasse

©O© 00 N O O

10. Klasse

5a) Themenstrang (Vorschlag flr Bayern) I A

3r+4=10,z € N

1,2z +2=4,2€Q

lineare UnGleichungen

Bruchgleichungen, Gleichungssysteme

guadratische Gleichungen, Wurzelgleichungen, Betragsgleichun-
gen

Potenzgleichungen, Exponentialgleichungen, trigonometrische
Gleichungen
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 VI

|. Zahlen

ll. Gleichungen

lll. Funktionen

V. Terme
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1ll. Funktionen ‘VI
Programm: I A

lll. Funktionen
1) Funktionsbegriff
2) Funktionstypen und ihre Anwendungen

3) Didaktik der Funktionen
4) Beispiel: Die quadratische Funktion

7
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1ll. Funktionen .VI
1) Funktionsbegriff I A

Beziehungen zwischen Zahlen bzw. zwischen Grof3en

Funktionen als grundlegendes "Werkzeug" : Sl (Analysis)

einzelne Funktionen : Sl (Proportionen, Antiproportionalitat;
lineare, quadratische, Wurzelfunktionen;
Exponentialfunktion; Winkel/trigonometrische Funktionen)

Beziehungen zwischen / Abhangigkeit von Zahlen/Grof3en: ab PS (Dreisatz)

Definitionen:
Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung zweier nichtleerer Mengen.

Eine Funktion ist eine rechtsseitige Relation.
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V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / 1ll. Funktionen .VI
2) Funktionstypen und ihre Anwendungen I A

a) Typen nach Zahlbereich bzw. Eigenschaften

reelle, rationale, transzendente, ganzrationale Funktionen
guadratische, trigonometrische, exponentielle Funktionen

stetige, differenzierbare, beschrankte Funktionen

Injektive, surjektive, bijektive Funktionen

einstellige, mehrstellige Funktionen

Umkehrung, Zusammensetzung, Ableitung, Integration von Funktionen

Kurvendiskussion !

Bsp.:
1) f:R— R,z 2°

2) Gaul3-Klammer [ ]:R — R. [x] bezeichnet die grofdte ganze Zahl < x.
3) Sagezahnfunktion s : R — R, s(z) = x — |x].
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2) Funktionstypen und ihre Anwendungen I A

b) Darstellungsarten

Funktionsgleichung
Bsp.: f(z) = 2°
sp.: x — x°

Graph

Graph einer Funktion f: X — C: G(f) ={(z, f(z))|lr € X} C X x C
Veranschaulichung durch Kurve im R?

— Wechsel der Prasentationsformen
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2) Funktionstypen und ihre Anwendungen I A

c) Alltagsbeispiele

Badewannenfunktion etc.

d) Funktionen in der Geometrie

Kugel: O(r) = 4r*x, V(r) = 4w

Flacheninhalte ebener Figuren: A(Quadrat) = s?, A(Rechteck) = a - b
Abbildungen der Ebene auf sich:
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3) Didaktik der Funktionen: Lehrgang "Funktionen" I A

Grunderfahrungen
Funktionseigenschaften
Operieren mit Funktionen

Funktionstypen
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3) Didaktik der Funktionen: Lehrgang "Funktionen" I A

Grunderfahrungen

PS: Preise bestimmter Warenmengen; aufbauend auf Umwelterfahrung

5./6. Klasse: Multiplikation/Division: von der Einheit zur Vielheit, von der Vielheit
zur Einheit

Ein Nagel wiegt 4 g. Wie viel g wiegen 600 Nagel dieser Sorte?

7. Klasse: Zusammenhang zwischen Grof3en thematisieren in Sachsituationen,
verschiedene Prasentationsformen,;
Schilerversuche: Gewicht von Nageln in Abhangigkeit von der Stlckzahl

Funktionseigenschaften
Operieren mit Funktionen

Funktionstypen
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3) Didaktik der Funktionen: Lehrgang "Funktionen" I A

Grunderfahrungen

Funktionseigenschaften

Proportional flrx) =rf(x)
Dreisatz: Schritt Uber die Einheit

s : : z _ [flz)
Verhaltnisgleichheit i)

Quotientengleichheit/Proportionalitatsfaktor @ =a, f(r) =ax
Lineare Funktionen

f(x)=ax+0
konstant, wachsend, fallend

Operieren mit Funktionen

Funktionstypen
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3) Didaktik der Funktionen: Lehrgang "Funktionen" I A

Grunderfahrungen
Funktionseigenschaften

Operieren mit Funktionen

Addition
Multiplikation

Verkettung
(Umkehrfunktion)

Funktionstypen
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3) Didaktik der Funktionen: Lehrgang "Funktionen" I A

Grunderfahrungen
Funktionseigenschaften
Operieren mit Funktionen

Funktionstypen

Lineare Funktion f(x) =ax + b

Betragsfunktion, Treppenfunktion

Quadratische Funktion f(z) = az? + bz + ¢
(Potenz-, Exponentialfunktion f(z) = z", f(x) = a")
(Trigonometrische Funktion)
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4) Beispiel: Die quadratische Funktion I A

a) Erlautern Sie den Begriff quadratische Funktion und
begrinden Sie wichtige Eigenschaften.

b) Beschreiben Sie unterrichtliche Zugange zur quadratischen Funktion
und typische Anwendungen.

c) Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit, in der die rechnerische L6sung
guadratischer Gleichungen erarbeitet wird.
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4) Beispiel: die quadratische Funktion I A

Eigenschaften:

Funktionsgleichung f(z) = x?, Graph: Parabel; symmetrisch
Streckungen, Stauchungen: f(z) = a(z)?

Verschiebung entlang der y-Achse: f(x) = 2% + ¢
Verschiebung entlang der x-Achse: f(x) = (x + d)?

Scheitel: f(z) = a(x)* + bx

EinfUhrung:

Quadrat, Seite und Flacheninhalt

Zahlenratsel

Hange/Bricken, Wurfparabel, Skateboardrampe
DIN-Papiere, Verhaltnis der Seiten und Flachen
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|. Zahlen

ll. Gleichungen

l1l. Funktionen

V. Terme
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1) Variablen I A

veranderlich
Einzelzahlaspekt: beliebig, aber fest; Platzhalter

Bereichszahlaspekt: Reprasentant fur ein Element einer Menge

Veranderlichenaspekt: funktionales Denken

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html

V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 7274



V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005 / IV. Terme ‘VI
2) Terme I A

Terme bestehen aus Zahlen, Variablen und Rechenzeichen

nach Regeln gebildet (Syntax)
International

nach Regeln umgeformt (Termunformungen)
Gedachtnisentlastung

Funktion: beschreiben mathematische Verhéaltnisse und Prozesse (Semantik)

Gleichungen, Funktionen
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3) EinfUhrung und Umgang I A

Einflhrung

Umweltbeispiele
Tabellen
mathematische Beispiele

Umgang

syntaktische Regeln thematisieren
Interpretation von Termen/Formeln
Umformungen

Schwierigkeiten

Trennung von Syntax und Semantik — Spiel mit Buchstaben

stupides Uben, Aufgabendrill

Bezeichnungen: Variable, Veranderliche, Unbekannte, un/gebundene Variable
fehlender Umweltbezug

Barbara Schmidt-Thieme, Padagogische Hochschule Ludwigsburg, http:/mwww.ph-ludwigsburg.de/mathematik/personal/schmidt-thieme/index.html
V Didaktik der Arithmetik und Algebra, WS 2004/2005, 74174



