Ubungsaufgaben

Vektorgeometrie
und
Lineare Algebra

Sammlung von Ubungsaufgaben und
Klausuren aus Semesterveranstaltungen
1990 bis 1993

Prof. Siegfried Krauter
PH Ludwigsburg
Januar 2007



Lineare Algebra und Analytische Geometrie SS 90 Blatt 1

Aufgabe 1
Gegeben sind zwei Vektoren a und b.

a) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektorena+b,b +a,a-b,b -a.
b) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektoren 2a + 3b, 2a - 3b, 3b + 2a, 3b - 2a.

c) Bestimmen Sie die Vektoren aus a) und b) in Koordinaten, wenn a=(aq, ap) und b=(b1, bo)
gegeben sind.

Aufgabe 2
Beweisen Sie vektoriell den Satz von der Mittelparallelen im Dreieck: Die Verbindungsstrecke
zweier Seitenmitten ist parallel zur dritten Seite und halb so lang wie diese.

Aufgabe 3

Ein Parallelogramm OACB wird durch die Vektoren OA = a und OB = b aufgespannt.

M1 bis My sind die Mitten der Seiten OA, AC, CB, BO. M ist Schnittpunkt der Diagonalen.

a) Driicken Sie die Vektoren AB, OC und OM;j durch a und b aus.

b) Beweisen Sie, dass M beide Diagonalen halbiert.

c) Zeigen Sie, dass die Schnittpunkte von OM, und OM3; mit der Diagonale AB diese in drei gleiche
Teile teilen.

Aufgabe 4

Beweisen Sie vektoriell den Satz von den Seitenhalbierenden im Dreieck:

Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S. Dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhéltnis 2:1.

Aufgabe 5
Eine Strecke AB ist durch die Ortsvektoren a und b ihrer Endpunkte A und B gegeben.
T ist ein Punkt der Strecke AB und teilt diese im Verhaltnis x : y.

a) Driucken Sie den Ortsvektor t = OT durch a und b aus.

b) Ersetzen Sie x : y durch k.

c) Zeichnen Sie fur k =1/2, 3/4, 1, 2, 4, -4, -2, -3/2, -5/4, -1/4, -1/2, -3/4.

d) Rechnen Sie in Koordinaten mit A(0; 0) und B(6; 0).

e) Wie andert sich k, wenn sich T von rechts bzw. von links an A bzw. an B anndhert?

f) Zeigen Sie: Erhalt man mit k den Teilpunkt T, so erhalt man mit -k den vierten harmonischen
Punkt S zu A, Bund T.

g) Zeigen Sie: Teilen S und T die Punkte A, B harmonisch, so teilen auch A und B die Punkte S
und T harmonisch.

Aufgabe 6

Zeigen Sie vektoriell: Die Seitenmitten jedes beliebigen (auch nicht ebenen!) Vierecks bilden ein
Parallelogramm. Der Mittelpunkt des Mittenparallelogramms ist gleichzeitig Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke der Diagonalenmitten.

Aufgabe 7

Zeigen Sie fir ein Tetraeder:

a) Die "Schwerlinien" ( das sind die Verbindungen von einer Ecke zum Schwerpunkt der
gegenuber liegenden Seitenflache ) schneiden sich in einem Punkt. Dieser teilt die
Schwerlinien im Verhaltnis 3:1.

b) Die drei "Mittellinien" ( das sind die Verbindungslinien von Gegenkantenmitten ) halbieren sich
gegenseitig.
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Aufgabe 8

Fur drei kollineare Punkte A, T, B ist das Teilverhaltnis k = TV(ATB) definiert durch die Beziehung
AT =k*TB.

a) Dricken Sie den Ortsvektor t mit Hilfe der Ortsvektoren a und b aus.

b) Zeigen Sie: Je nachdem, ob T innerhalb oder auRerhalb der Strecke AB liegt, ist k > 0 oder
k<O0.FurT=Aistk=0undfur T ---> B geht k ---> oc.

c) Sind A(0O; 0), T(t; 0) und B(1; 0) gegeben, so gilt k = t/(1 — t). Zeigen Sie dies. Zeichnen Sie ein
Schaubild der Funktion t--->kim Bereich -3 <t < +5 mit LE = 2cm.

d) Vertauscht man A mit B, so geht das Teilverhaltnis tber in den Kehrwert.
Es gilt also: TV(ATB) * TV(BTA)=1. Zeigen Sie dies.

e) Zeigen Sie, dass bei zyklischer Vertauschung der drei Punkte das Teilverhaltnis tibergeht in
den Wert —-1/(1+k), also TV(TBA) = — 1/(1+k).

f) Berechnen Sie aus TV(ATB) = k nach d) und e) die Teilverhaltnisse fur samtliche 6
Permutationen von A, Bund T.

g) Nun sei AT =x* AB. (x ist also der Anteil von AT an AB ). Driicken Sie k durch x und
umgekehrt x durch k aus. Ergebnis: k = x/(1-x) und x=k/(1+k)

Aufgabe 9

Gegeben sind die Funktionen g: x ---> 1/x sowie f: x---> -1/(1+Xx).

a) Berechnen Sie samtliche Verkettungen f, 2, 3, ...und g, g2, g3,...( Hinweis: f4=f, also f3=Id
und g2=1d).

b) Zeigen Sie, dass die samtlichen Produkte der Form fngk eine Gruppe bilden. Stellen Sie die
Gruppentafel auf.

c) Um welche bekannte Gruppe handelt es sich? (D3 bzw. S3).

d) Vergleichen Sie mit den Ergebnissen von Aufgabe 8 d), e), f).

Hinweis: Teilverhaltnisse sind vielfach anders als hier angegeben definiert. Bitte achten Sie auf
Unterschiede in verschiedenen Literaturquellen! Gebrauchlich ist die Definition:

TV(A, B; T) =k durch AT =k* BT . Das andert gegenuber unserer Konvention das Vorzeichen,
der Mittelpunkt hat dann das Teilverhaltnis k= — 1.

Aufgabe 10

a) Ist adie Lange des Vektors a, so hat a° = a/a die Léange 1 (normiert). Zeigen Sie:
Die Vektoren a°+ b® und a° — b° halbieren die Winkel zwischen den Vektoren a und b.
Zeichnen Sie eine Figur. Hinweis: Symmetrie einer Raute.

b) Beweisen Sie den Satz Uber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Die Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels und seines
Nebenwinkels teilen die Gegenseite des Dreiecks im Verhaltnis b
der anliegenden Seiten. Es giltalso AD : DB=AE:EB=a:b. a

Aufgabe 11* (Zusatz; schwieriq)

Ein vollstandiges Vierseit besteht aus 4 Geraden einer Ebene, die sich in 6 Punkten schneiden.
Verbindet man je zwei dieser Punkte, so erhalt man 3 neue Geraden, die "Diagonalen” des
vollstandigen Vierseits.

Beweisen Sie, dass die Mittelpunkte der Diagonalen auf einer geraden Linie liegen.
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Aufgabe 12

a)

Gegeben sind A(-3; 5) und B(3: -4). Bestimmen Sie die Teilpunkte flr die Teilverhaltnisse
TV(ATB) = 0,5 bzw. TV(ASB) = - 0,75. Kontrollergebnisse: T(-1; 2), S(-21; 32).

b) Gegeben sind die kollinearen Punkte A(3; -5), B(-1; 0) und C(0,6; -2). Bestimmen Sie den
vierten harmonischen Punkt D, so dass AB und CD harmonisch liegen, also TV(ACB) = —
TV(ADB) gilt.

Zeigen Sie, dass dann auch gilt: TV(CAD) = — TV(CBD). Kontrollergebnis: D(-9; 10).

c) Gegeben A(1; 1,6) und T(5; 4). Gesucht B, so dass TV(ATB)=0,4.

Kontrollergebnis: B(15; 10).

d) Man teile die Strecke AB mit A(-9; 15; -2) und B(-12; -6; 4) in drei gleiche Teile.
Kontrollergebnis: P(-11; 1; 2), Q(-10; 8; 0).

Aufgabe 13

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(0; 0), B(7; 0) und C(4,5; 6) in einem kartesischen
Koordinatensystem. Kontrollzeichnung flihren!
Kontrollergebnisse: T(15/4; 0), R(168/29; 84/29), S(7/3; 28/9), J(4; 2).

a) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks.

b) Berechnen Sie den Teilpunkt T auf AB fir das TV(ATB) = k = 15/13.

c) Zeigen Sie: T liegt auf der Winkelhalbierenden von c.

d) Berechnen Sie den Schnittpunkt R der Winkelhalbierenden von a mit BC.
In welchem Verhaltnis v teilt R die Strecke BC?

e) Berechnen Sie den Schnittpunkt J von AR mit CT.

f) Berechnen Sie den Schnittpunkt S von AC mit BJ. In welchem Verhéltnis m = TV(CSA) teilt S
die Strecke CA?

g) Zeigen Sie, dass BS Winkelhalbierende von b ist.

h) Bestatigen Sie am vorliegenden Beispiel folgende Satze:
Satz von Ceva: Drei Ecktransversalen AR, BS und CT eines Dreiecks ABC sind genau dann
kopunktal, wenn gilt: TV(ATB) * TV(BRC) * TV(CSA) = 1.
Satz von der Winkelhalbierenden: Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite
im Verhdltnis der anliegenden Seiten.
Satz von der Inkreismitte: Die Winkelhalbierenden im Dreieck sind kopunktal. Ihr Schnittpunkt
ist die Inkreismitte.

i) Inwelchem Verhdltnis teilt J die Strecken AR, BS und CT?

Aufgabe 14

Beweisen Sie folgende Satze Uber Lineare Abh&ngigkeit von Vektoren:

a) Enthalt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, so ist sie sicher linear abhangig.

b) Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhangig, so gibt es mindestens einen
Vektor in der Menge, der sich aus den ubrigen linear kombinieren lasst.

c) Jede Obermenge einer linear abhangigen Menge von Vektoren ist linear abhangig.

d) Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge von Vektoren ist linear unabhangig.

e) Istb eine Linearkombination der Vektoren aq, ap, ... ,ap, so ist die Menge {a1, ap, ... ,ap, b}
linear abhéngig.

f) Istdie Menge {a1, ap, ..., ap} linear unabhangig und {aq, ap, ..., ap, b} linear abhangig, so
lasst sich b linear aus den aj kombinieren.

g) Ist{aj, ap, ..., ap} linear unabhangig und b keine Linearkombination der aj, so ist die Menge

{a1, ap, ..., ap, b} ebenfalls linear unabhéangig.
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Aufgabe 15

Beweisen Sie den Satz von Ceva: B'
Sind AA', BB' und CC' kopunktale (!) Ecktransversalen im Dreieck ABC

so gilt: TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = 1.

Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese. Beweisidee?

Aufgabe 16
Beweisen Sie den Satz von Menelaos:

Sind A", B' und C' drei kollineare () Punkte auf den drei Seitengeraden des
Dreiecks ABC so gilt: TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = — 1.

Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese. Beweisidee?

Aufgabe 17

Beweisen Sie den Satz vom vollstéandigen Vierseit:

Auf jeder Diagonalen werden die Ecken des Vierseits durch
die beiden Diagonalpunkte harmonisch getrennt.

Also z. B. TV(ERF) = - TV(EQF) usf.

Hinweis: Benutzen Sie Ceva mit Punkt B und Menelaos mit
Gerade CAQ fir Dreieck DEF.

Aufgabe 18

Das Funfeck ABCDE mit A(7; 4; 0), B(3; 4; 0), C(3; 4, 2), D(5; 4; 4,5) und E(7; 4, 2) ist Grundflache
eines Prismas, dessen Kanten parallel zur y-Achse verlaufen. Die Ebene (E) enthalt die Punkte A,
B und G(5; 1; 4,5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Prismenkanten mit der Ebene (E). Zeichnen Sie ein Schragbild
(a=45° k =0,5). Deuten Sie die Figur als Bild einer Dachgaube.

Aufgabe 19

Die Gerade g enthalt die Punkte A(2; 1; 3) und B(2; 0; 4), die Gerade h die Punkte C(2; 1; 7) und
D(4; 0; 7). Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

Welche Ebene (E) enthélt die Gerade g und den Punkt P(8; 8; 5)?

Welche Gerade t durch P trifft sowohl die Gerade g als auch die Gerade h?

Ermitteln Sie die zugehoérigen Schnittpunkte G und H.

Aufgabe 20

Die Ebene (E) geht durch die Punkte A(-5; 1; -2), B(-4; 3; -2) und C(-5; 3; -1).

Die Gerade g enthalt die Punkte D(1; -3; 1) und E(3; -4; 4), h die Punkte F(2; -5; 3) und G(4; 3; 5)
und k die Punkte H(-6; -3; -3) und K(-1; 3; -5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Ebene (E) mit den Geraden g, h und k.

Aufgabe 21

Die Gerade g geht durch A(5; -10; 6) und B(5; -5; 4). Fur a e R ist Dg(a+3; 10; 2) gegeben.
Die Gerade hg geht durch C(3; 0; -2) und Dg. Fur welche a schneiden sich g und hg, fur
welche a sind g und hg parallel?

Zeigen Sie: Alle D4 liegen auf einer Gerade und alle Geraden hg liegen in einer Ebene.



Lineare Algebra und Analytische Geometrie SS90 Blatt 5

Aufgabe 22
Zeigen Sie fir beliebige Vektorrdume:

a) k*a =0 gilt genau dann, wenn k = 0 oder a = 0.
b) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium.
c) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Untervektorraume ist ein Vektorraum.

d) In einem n-dimensionalen Vektorraum ist jedes linear unabhangige System von n Vektoren
eine Basis.

e) Sind U; und U, zwei TeilrAume so ist die Vereinigung von U; und U, genau dann wieder ein
Teilraum, wenn U; Teilmenge von U, oder U, Teilmenge von U; ist.

Aufgabe 23
Sind folgende Mengen lineare Teilraume des R®?

a) A ={ (Xq, X2, X3) |2x1-2x2+x3=0} b) B = { (X1, X2, X3) | 2Xy - 2% - 2X3 =1}

Aufgabe 24
a) Kombinieren Sie b = (0; 4; -2) linear aus a1 = (1; 0; 0), ap = (1; 2; 0) und ag = (0; 1, -1).
b) Istbq =(3;-1;1) bzw. by = (-1; 1; 0) linear abhangig von aq = (1; 1; 1) und ap = (0; 2; 1)?

Aufgabe 25

Im R3 sind folgende Mengen gegeben:

U, ={(1; 3; 0), (-2; 1; 2)} U, ={(3;5; 2), (1; 1; 1), (3; 6; 1,5)},
Us={(3;5;2), (1, 1;-1), (2,4, 1)} U, ={(3; 5; 2), (1; 1; 1), (3; 6; 2), (8; 13; 6)}.

a) Welche dieser Mengen sind linear unabhangig, welche bilden eine Basis des R3?
b) Bestimmen Sie jeweils den Rang und eine Basis der von den Mengen aufgespannten Raume.

c) Geben Sie ein System von n+1 Vektoren des K" an, von denen je n linear unabhéngig sind. K
sei dabei ein beliebiger Korper.

Aufgabe 26

a) Zeigen Sie, dass U ={(3; 5; 2), (1; 1; -1), (2; 4; 1)} eine Basis des R3 ist.

b) Ersetzen Sie nach dem Austauschsatz von Steinitz zwei Vektoren in U durch die Vektoren
b1=(1,3;0)und by =(-2; 1; 2).

Aufgabe 27
Stellen Sie den Vektor b = (1; 3; 0) des R® beziiglich der beiden Basissysteme U1 und U5 dar:
U1 ={(1;0;0),(1;1;0), (1; 1; 1)} und Us ={(3; 5; 2), (1; 1; -1), (2; 4; 1)}.

Aufgabe 28

A={(1;3;-2;4),(-1; -1, 5;-9), (2; 0; -13; 23), (1, 5; 1; -2)}

B={(2;3;-1;0),(-4,50;1), (6-2;2;-2), (-2;8;1;3)}

a) Stellen Sie die Vektoren jeweils als Zeilenvektoren einer Matrix dar.

b) Berechnen Sie jeweils den Zeilenrang und eine Basis fir den von den Zeilenvektoren
aufgespannten Unterraum.

c) Berechnen Sie jeweils den Spaltenrang und eine Basis fur den von den Spaltenvektoren
aufgespannten Unterraum.

Aufgabe 29

a) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des von folgenden Vektoren aufgespannten
Unterraumes des R>: (1; 1; 0; 1; 1), (0; 0; 1; 1; 0), (O; 1; 0; 0; 0),.(1; 0; 0; 1; 1),.(1; O; 1; O; 1).
b) Es sei K der Restklassenkdrper mod 5, also K={0, 1, 2, 3, 4}. Losen Sie Aufgabe a) fir den
Vektorraum K.
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Aufgabe 30
Es sei f eine lineare Abbildung von V in W. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
i)

Das Bild des Nullvektors aus V ist der Nullvektor in W.

Das Bild einer la-Teilmenge von V ist eine la-Teilmenge von W.

Das Urbild einer lu-Teilmenge von W ist eine lu-Teilmenge von V.

Das Bild von V ist ein Unterraum von W.

Das Bild irgendeines Unterraumes von V ist ein Unterraum von W.

Das Urbild eines Unterraums von W ist stets ein Unterraum von V.

Die Dimension des Bildraums von V ist hochstens gleich der Dimension von V.

Der Kern von f ist ein Unterraum von V.

Das Urbild f'l(w) eines Vektors w aus W ist eine Nebenklasse des Kerns: M = v + Kern(f).

Aufgabe 31
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen tiber eine lineare Abbildung f: V--->W:

(1) f ist bijektiv (also injektiv und surjektiv ).
(2) Rang f = dim V = dim W.
3) Ist{bq, by, ..., b } eine Basis von V, so ist { f(bq), f(b2), ..., f(bp) } eine Basis von W.

Hinweis: In diesem Falle nennt man f einen Vektorraumisomorphismus und die Rdume V
und W sind isomorph.

Aufgabe 32
Gegeben sind die Punkte P(-1; 3), Q(1; -1) und R(1; 5) in einem Parallelkoordinatensystem.
Fuhren Sie eine Kontrollzeichnung neben Ihrer Rechnung.

a)

b)

c)

d)

f)

g9)

Bestimmen Sie die Gleichung der Gerade PQ (Parameterdarstellung und Koordinaten-
gleichung). Ermitteln Sie die Schnittpunkte X und Y von g mit den Koordinatenachsen. In
welchem Verhaltnis teilen X bzw. Y die Strecke PQ?

Geben Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung von h = QR an.
Beschreiben Sie die besondere Lage von h. Wie und in welchem Verhéltnis teilt die
x-Achse die Strecke QR?

Bestimmen Sie den Punkt T auf PR mit dem TV(PTR) = - 0,6. Ermitteln Sie den vierten
harmonischen Teilpunkt U fir die Strecke PR.

Eine Gerade k hat die Achsenabschnitte s = 2,5 auf der x-Achse und t = - 2,5 auf der
y-Achse. Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung von k mit ganzzahligen Koeffizienten.
Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von k und zeigen Sie, dal3 k zu PR parallel ist.

Berechnen Sie Seitenmitten und Schwerpunkt des Dreiecks PQR. Bilden Sie Dreieck PQR
durch Punktspiegelung am Schwerpunkt S ab auf Dreieck P'Q'R'. Zeigen Sie, dass S auch
Schwerpunkt von Dreieck P'Q'R" ist.

Es sei r die Schragspiegelung an der Gerade g in Richtung der Gerade k. Durch r geht die
Gerade h in h”* tiber. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung, eine Koordinatengleichung und
die Achsenabschnitte von h*,

Die Gerade a habe folgende Eigenschaft: Schragspiegelung an a in Richtung g bildet die x-

Achse auf die y-Achse ab. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung und eine
Koordinatengleichung fir a.
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Aufgabe 33

Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und die Gerade g... x =(3; 0; 2) + k * (0; -3; 1).

a) Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden von E.

b) Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.
Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen.
(Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen).

¢) Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der Spurpunkte von
g ist. g* sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf die Ebene E. Bestimmen
Sie eine Gleichung von g'.

d) Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen. Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf
g, fur den v = - 2w gilt. Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse TV(BAC), TV(CBA) und TV(ACB).

e) Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r; s; t) auf P'(r'; s'; t') ab. Die Punktspiegelung an
B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die Abbildungsgleichungen an.
Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist. Bestimmen Sie
die Verschiebungsvektoren der Translationen fir beide Verkettungsreihenfolgen.

f) Gegebenist die Gerade h... x = (6;-6; 7) + |1 * (3; 2; 0).
Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die Spurpunkte von
h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?

1 1 1
-1 1 2 1 1 )
Aufgabe 34 A=|7 -3 -4 -1 a= 1 b= 1 c= 3
-1 3 7 4 B B
3 -1 1

A beschreibt eine lineare Abbildung z des R* in den R®.

a) Zeigen Sie, dass { a, b, ¢ } einen dreidimensionalen Unterraum U des R* aufspannen.
Ermitteln Sie die Bilder von a, b und ¢ sowie die Dimension und eine Basis von z(U).

b) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis von z(R*). Wie groR ist der Rang von z?
Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Kerns von z. Bestatigen Sie den
Dimensionssatz fur lineare Abbildungen.

c) Berechnen Sie z'1(1; - 5; 2).
d) Zeigen Sie, dass keiner der Basisvektoren des R3 bei z ein Urbild im R4 besitzt.

0 2 10 0 19 -2 4 C
Aufgabe 35 A:(6 7j B=/0 1 0 C=|4 10 -2 A,:(ﬁ , J
0 2 4 4 -8 25 B

a) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R2 in sich. Zeigen Sie, dass A bijektiv ist.
Hinweis: Benutzen Sie die einschlagigen Satze.

b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren der durch A vermittelten Abbildung, also die Vektoren x mit
der Eigenschaft x'=A * x =t* x. (Hinweis: Dazu ist das homogene lineare Gleichungssystem
mit der Matrix A' nichttrivial zu I6sen. Beniitzen Sie ein Computerprogramm z. B. MAPLE).
Ergebnisse: t = 4 ergibt (-1; 2) und t = 3 ergibt (-2; 3).

c) Wabhlen Sie nun die beiden in b) berechneten Eigenvektoren als Basis des R? und stellen Sie
die Abbildungsmatrix beztiglich dieser Basis auf.

d) Verfahren Sie mit den Matrizen B und C, die Abbildungen des R3 in sich darstellen, gemalf a)
bis c). Ergebnisse: B: t=2: (1;0;0), t=4: (0;0;1), t=1:(15;-15;1)

C: t=18:(2;1;0), t=27:(0,5;0;1), t=9:(0; 2;1).
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Aufgabe 36

Eine lineare Abbildung z: R3 ----> R* ist durch die Bilder der kanonischen Basisvektoren bestimmt:
z(e1) = (1;-3;2;4), z(e2)=(5-3;0;2), z(e3)=(-2;0;1;1) .

Bestimmen Sie den Kern, den Rang und den Defekt der Abbildung.

Aufgabe 37
a) Zeigen Sie, dass durch ag =(2; 1; -1), ap = (1; 0; 3), agz = (-1; 2; 1) bzw. durch
b1=(1;1), b =(1;-1) je eine Basis des R* bzw. des R2 gegeben ist.

1 -2
Abbildung z: R® ----> R?.

c) Welche Matrix hat z beziiglich der Basen {a1, ap, agy des R*und {b1, by des R*?
Welche Koordinaten hat der Bildvektor des Vektors (4; 1; 3) hinsichtlich der Basis {b1, bo}?

0 2 3
b) A= ( Oj beschreibt beziiglich der kanonischen Basen des R® und des R? eine lineare

Aufgabe 38
2 -1 3 4

M=|-1 6 4 9 | Die Matrix M beschreibt eine lineare Abbildung z: V ---> W.
5 -12 -2 -9

a=(3;2;1;1),b=(10;-2;-3), c =(-2; 5; 5; 0) sind drei Vektoren aus V.
a) Bestimmen Sie den Rang von z und die Bilder von a, b und c.

b) Welche Dimension besitzt der von a, b und ¢ aufgespannte Unterraum U und welche
Dimension besitzt sein Bild z(U)?

Aufgabe 39

A ={a1, ap, a3, a4} bzw. B = {bq, by, b3} seien Basis des R* bzw. des R®.

Durch z(a1) =-bq +6by -12bg z(ap) =2bq - bo + 5bg
z(ag) =3bq + 4bo - 2b3 z(ag) =4bq + 9bo - 9b3

ist eine lineare Abbildung z: R* ----> R? bestimmt.

a) Ermitteln Sie die Bildvektoren zuu = (2; 3; 1; 1), v =(0; 1; -2; -3) und w = (5; -2; 5; 0).
Berechnen Sie auRerdem das Bild z(t) des Vektors t =u + 2v + w.

b) Geben Sie die Abbildungsgleichungen fir z an. Warum kann z nicht injektiv sein?

c) Ermitteln Sie Rang und Kern der Abbildung z. Geben Sie eine Basis des Kerns an.
Folgern Sie, dass z auch nicht surjektiv ist.

d) Bestimmen Sie die Menge Y aller Urbilder von y' = -15bq + 2b5 - 28b3 in R*.
Zeigen Sie, dass es zu z' = 11bq und damit auch zu bq kein Urbild in R* gibt.

e) EsseiU dervon u, v undw aus a) aufgespannte Unterraum des R* Ermitteln Sie die
Dimensionen von U und von z(U). Was folgt hieraus tGber den Unterraum U n (Kern z)?
Geben Sie eine Basis von U n (Kern z) an.

f) Bestimmen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse die zu U gehtérenden Urbilder des
Vektors y' aus d).

g) Ermitteln Sie eine Basis C ={c1, c9, 3, C4 } des R* und eine Basis D ={d1, dp, d3 } des R®,
so dass die lineare Abbildung z beztiglich dieser Basen durch eine Matrix der Gestalt

a 0 0o
M=|0 b 0 0| beschrieben wird. Welche Werte nehmen a, b und c dabei an?
0 0c O
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2 -1
Aufgabe 40 a=(! %) g=[2 O ) c=| 1 0| D 1 =2 -
u = = = =
2 - 3 -2 6 3 4 3 4 0

Berechnen Sie A*B, B*A, C*D und D * C. (Kontrolle mit Computerprogramm!).

Aufgabe 41
Es sei M eine n-n-Matrix, x und x' Vektoren eines Vektorraumes KN tiber einem Korper K.
Die Gleichung x' =M * x l&sst zwei verschiedene Deutungen zu:

1.

Der Vektor x' ist das Bild von x bei einer linearen Abbildung von KN in sich.
x und x' sind also verschiedene Vektoren (i. Allg. beziglich derselben Basis).

Ein und derselbe Vektor wird bezlglich zweier verschiedener Basen A und B
dargestellt durch die beiden Koordinatenvektoren x und x'.

x und x' beschreiben also denselben Vektor nur beztiglich verschiedener Basen.
Die Gleichung x' =M * x beschreibt also eine Basistransformation.

111
011 2 2 2 1 5

. 1 1 1
Gegebensind M=|1 0 1| N= 3 3 32 v=|2| und w' =4
1 10 101 1 3), 3 ),

2 2 2

f)

9)

X' =M * x beschreibt den Ubergang von der kanonischen Basis A zu einer Basis B im R3.
Stellen Sie den Vektor v (gegeben in der kanonischen Basis A) in der neuen Basis B dar.
Stellen Sie ebenso die kanonischen Basisvektoren in der neuen Basis B dar.

Welche Bedeutung haben die Spalten von M?

Welche Koordinaten bezuglich der alten Basis A haben die Basisvektoren b1 = (1; 0; O)g,

bo =(0; 1; 0)g und b3z = (0; 0; 1)g der neuen Basis B?

Zeigen Sie, dass N die zu M inverse Matrix ist. Daher gilt: x = N * x'.

Vergleichen Sie die Spalten von N mit den Ergebnissen in b). Welche Koordinaten bezuglich A
hat der Vektor w' = (5; 4; 3)g?

Stellen Sie den Vektor s = (2; 0; 1) dar bezuglich B, indem Sie die Darstellung direkt
berechnen. Vergleichen Sie mit M * s.

Welche Bedingung muss eine n-n-Matrix erfillen, damit sie eine Basistransformation
beschreiben kann? (Hinweis: Die urspringlichen Basisvektoren missen selbstverstandlich
auch in der neuen Basis lu sein!). Welche der folgenden Matrizen beschreiben
Basistransformationen? Bestimmen Sie dazu jeweils den Spaltenrang.

1 2 3 1 2 3 010 L 3 5
F=|1 1 1| 6=|1 1 1| H=|1 0 0] K= L= -
o33
0 0 1 4 5 6 0 0 1

Begriinden Sie nun den folgenden Satz:

Die m-n-Matrizen D und E beschreiben genau dann dieselbe lineare Abbildung des KN in den
KM, wenn es regulare (= invertierbare) Matrizen S (m-m-Matrix) und T (n-n-Matrix) gibt, so
dass E=S*D*Tistbzw. D = S-1*E * T-1 gilt.

Wenden Sie den Satz aus f) auf folgendes Beispiel an und berechnen Sie die Matrix E.

2 2
D= (6 5 11) S=Lause)und T =N aus a). Von welcher einfachen Art ist also die durch

D vermittelte Abbildung?
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Aufgabe 42

Zeigen Sie, dass die folgenden drei Geraden im R2 ein Dreieck bilden und bestimmen Sie die
Dreiecksecken: g..x+3y=5 h..3x+2y=8 i..2x-2y=-6.
Ergebnis: P(2; 1), Q(-1;2), R(2/5;17/5).

Aufgabe 43

Bestimmen Sie alle gemeinsamen Punkte der folgenden vier Ebenen des R3. Zeigen Sie, dass die
Ebenen einem Ebenenblischel (alle Ebenen durch eine gemeinsame Gerade als Achse)
angehdren und bestimmen Sie die Blschelgerade.

E..x+4y-2z=3 F..3x+2y=1 G..4x+y+z=0 H..3x-8y+6z=-7
Ergebnis: Achse a... x = (-1/5; 4/5; 0) +t * (-2; 3; 5)
Aufgabe 44
Bestimmen Sie zu folgenden Matrizen jeweils die Inversen:
1 3 -1 4
0 21 1 05 O 1 0 -1
2 5 -1 3
A=|-2 -4 2| B=|-05 0,25 05| C=|3 1 3| D=
0 4 3 1
1 2 0 0 05 1 1 2 2
-3 1 5 -2
Aufgabe 45

a) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der untenstehenden
Koeffizientenmatrix A. Ergebnis: x =t * (1; -2; 3; 2).

b) Ldsen Sie die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit den untenstehenden erweiterten
Matrizen B und C.

Ergebnisse: B..x =(2; -3; 5). C.x=(3;0;-3;0)+r*(-3;1;0; 0) +t*(5; 0; 2; 1).
7 -1 0 | 17 1 3 4 3 1 9
1 1 1 1
3 0 11 1 3 9 -2 111 -3
A=(-1 1 1 0| B= C=
4 -1 0 | 11 4 12 6 -8 | 6
1 0 -1 1
10 0 1 I 25 2 6 2 -14 1 -12

2 0 1 -1
-7 3 1 5
-4 -6 -11 -1
4 -6 -7 -5
Die vorstehende Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R* in sich und zwar beziiglich der
kanonischen Basis.
a) Bestimmen Sie den Bildraum der linearen Abbildung sowie eine zugehdrige Basis.
b) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung sowie die Urbilder der folgenden Vektoren:
a=(1;1;1;1); b=(4;-14;,-8;8); c=(1;0;0;0); d=(2;2;-22;-14).
c) Bestatigen Sie den Dimensionssatz fir lineare Abbildungen.

Aufgabe 46 A=

Aufgabe 47

Im R* wird durch die Vektoren a1=(2,-1;3;5), ax=(5;-2;5;8), az=(-5;3;-8;-13)
ein Unterraum U und durch bq = (4; 1; -2; -4), bo =(-7; 2; -6;-9), b3 =(3; 0; 0; -1)

ein Unterraum V aufgespannt. Berechnen Sie eine Basis des Durchschnitts von U und V.
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Aufgabe 48

2X1 - 3X2 +  5X3 =t+3 =13
10xq +4xo - 13x3 = 4 = 4
14x1 - 2x2 + (t-5)x3 = -2 = 2

(1 (1)

a) Formen Sie die Koeffizientenmatrix und beide rechte Spalten | und Il in einem Arbeitsgang in
Dreiecksform (Staffelform) um. Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix?

b) Bestimmen Sie die Lésungsmenge der beiden Systeme flr t = 0.
¢) Ermitteln Sie alle Lésungen der beiden Systeme, fir welche x3; =0 ist.

d) Fur welchen Wert t1 von t besitzt das homogene System einen eindimensionalen
Lésungsraum? Bestimmen Sie diesen Lésungsraum.
Beschreiben Sie den Lésungsraum des homogenen Systems fir t = tq.

e) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Wert t, von t, fir den das System (I) keine Losung besitzt.
Geben Sie t; an. Wie viele Lésungen besitzt das System (I) im Falle t = t,?

f) Bestimmen Sie fur t = 2 die Losungsmenge des Systems (l1).
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung von (I1) fur t = 2.

Aufgabe 49
Gegeben sind die drei linearen Gleichungssysteme (1), (II) und (111) mit derselben
Koeffizientenmatrix A:

X1 +3X2 + X3 =0 =1 =1
2X1 + 2X2 + X3 =0 =1 =1
4x9 + X3 =0 =2 =1

(1 (I (i)

a) Losen Sie die drei Gleichungssysteme durch elementare Umformungen in einem Arbeitsgang.
Ermitteln Sie die Losungsmenge von (1) in Abhangigkeit von t.

b) Flr welche t besitzen (1) bzw. (lll) Losungen, fur welche sogar eindeutige?
Far welche t sind (I1) bzw. (II) unlésbar?
¢) Bestimmen Sie die Lésungsmengen von (Il) und (Il) in Abhangigkeit von t.
d) Zeigen Sie: Furt =2 ist die durch f(x) = A*x definierte lineare Abbildung f ein

Isomorphismus des R3 auf sich. Berechnen Sie die Urbilder der kanonischen Basisvektoren.
Durch welche Matrix B wird daher die Umkehrabbildung f-1 beschrieben?

e) Untersuchen Sie die fur t = 1 wie in d) gegebene lineare Abbildung g des R3 in sich.
Bestimmen Sie insbesondere Rang(g) und Kern(g). Beschreiben Sie den Bildraum g(R3) und
interpretieren Sie ihn geometrisch. Gehdren die kanonischen Basisvektoren des R3 zu g(R3) ?

f) Bestimmen Sie die "Fixpunkte" der Abbildungen f und g, also die Vektoren x mit der
Eigenschaft f(x) = x bzw. g(x) =x.

g) Untersuchen Sie die Verkettungen f o gund g o f auf Rang, Kern, Bildraum und Fixpunkte.
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Aufgabe 50
Beweisen Sie unter Verwendung des Skalarprodukts fur Vektoren die folgenden Satze:

a) Das Mittenviereck einer Raute (eines Rechtecks) ist ein Rechteck (eine Raute).

b) Thalessatz: Der Winkel im Halbkreis ist ein Rechter.

¢) Sind a, b und c die Winkel eines Vektors v mit den Koordinatenachsen eines kartesischen
Koordinatensystems im R3, so gilt: cos?2a + cos?2b + cos2c = 1.

d) Im Parallelogramm ist die Summe der Quadrate Uber den Seiten gleich der Summe der
Quadrate Uber den Diagonalen.

Aufgabe 51

Gegeben sind die beiden lu Vektoren a und b, die ein Dreieck OAB aufspannen.

a) Welche Losungen besitzt die Gleichung x *a =b * x?

b) Beweisen Sie vektoriell den Satz tUber die Schnittpunkte der Seitenhalbierenden (S), der
Mittelsenkrechten (M) bzw. der H6hen (H).

c) Zeigen Sie: S, M und H liegen auf einer Geraden ("Euler-Gerade").

Berechnen Sie das Teilverhdltnis TV(H, S, M).

d) Zeigen Sie: Die Eulergerade von Dreieck OAB ist auch Eulergerade des Mittendreiecks PQR
von Dreieck OAB.

e) F sei Umkreismitte des Seitenmittendreiecks PQR. Folgern Sie, dass F ebenfalls auf der
Eulergerade liegt. Zeigen Sie: M und F teilen die Punkte H und S harmonisch.

Aufgabe 52

a) Gegeben sind die Punkte A(8; 0), B(10; 11) und C(0; 6).

Fertigen Sie eine Kontrollzeichnung an.

b) Berechnen Sie Seitenlangen und Winkel des Dreiecks ABC.

c) Bestimmen Sie die Gleichungen (Parameterdarstellung und Normalenform) der
Dreieckshohen, die Langen der Hohenstrecken, die Koordinaten des Héhenschnittpunkts H
und der HohenfuRpunkte.

d) Vom Ursprung wird das Lot auf h, geféallt.

Bestimmen Sie den Ful3punkt und die Lange des Lots.

e) Zeigen Sie: Die Gerade g...3x + 4y - 40 = 0 ist zu AC parallel. Bestimmen Sie den Schnittpunkt
D von g mit BC. In welchem Verhéltnis teilt D die Seite BC?

f) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S, die Umkreismitte M und die Gleichung der Eulergeraden
des Dreiecks ABC.

g) Welcher Punkt F teilt zusammen mit M die Strecke HS harmonisch?

h) Warum ist F Mittelpunkt des Mittendreiecks PQR von Dreieck ABC?

i) Bestimmen Sie die Gleichung der Umkreise K; von Dreieck ABC und K, von Dreieck PQR.
Zeigen Sie, dass die Hohenful3punkte auf K, liegen.

i) Zeigen Sie: Die Mittelpunkte von HA, HB und HC liegen ebenfalls auf dem Kreis K.

Hinweis: K, heildt "Feuerbachscher Neunpunktekreis" des Dreiecks ABC.
k) Auf welcher Ortslinie bewegt sich die Umkreismitte M (der Héhenschnittpunkt H bzw. der

Schwerpunkt S) von Dreieck ABC, wenn C auf der y-Achse wandert?



LOSUNGEN ZU EINZELNEN AUFGABEN

Blatt 1

Aufgaben 1 bis 4: Durch einfaches Nachrechnen mit Vektoren zu l6sen.

Aufgabe 5:
a) t= a+Aib b) = y-a+xb
1+A X+Yy
Mit A(O; 0) und B(1; 0) erhalt man folgende Funktion: A :% bzw. x =ﬁ
—X +

Aufgabe 6:

Man erhalt den Mittelpunkt des Mittenvierecks (Eckenschwerpunkt) m = %-(5 +b+c+ a)

Aufgabe 7: Nachrechnen mit Vektoren. Man erhalt s = %-(é+ b+c+ a)

Blatt 2

Aufgabe 8:

Siehe Aufg. 5. d) Ist TV(ATB) = & soist TV(BTA) = %

TV(TBA) = —=, TV(ABT)=—(1+2), TVEBAT) =- "1  1yraAB)=-
1+ A r+1

Aufgabe 9:

Man erhélt als Gruppe die symmetrische Gruppe S3 (isomorph zur Diedergruppe D3) mit g
als erzeugender Spiegelung von Ordnung 2 und f als erzeugender Drehung von Ordnung
3 und der Gleichung fo g=g o f2

Aufgabe 10: Nachrechnen mit Hilfe von Vektoren.

Aufgabe 11:

Man wahlt A als Ursprung und ABC, sowie ADE jeweils kollinear und F = BE n CD. Dann
setzt man an: AC =2-AB und AE = M-AD an. Dann bestimmt man F und zeigt schlief3lich,
dass die drei Mittelpunkte kollinear liegen.

Blatt 3

Aufgabe 13:
a) AB=7,BC=6,5CA=7,5. Db)T(15/4;0) c) vektoriell



d) R(168/29; 84/29); TV = 14/15. e)J(4;2) ) S(7/3;28/9) TV(CSA) = 13/14

g) vektoriell; h) 15/14 * 14/15 * 13/14 = 1.
) TV(AJR) =29/13 TV(BJS) = 9/5 TV(CJT) = 2.
Aufgabe 14:

a) Man kann den Nullvektor nichttrivial aus den Vektoren kombinieren.

b) Mindestens ein Koeffizient Ay ist von 0 verschieden, also kann man nach dem Vektor ayx
auflosen.

c) Bei der nichttrivialen LK des Nullvektors kann man die zusatzlichen Vektoren mit
Koeffizienten O hinzufigen.

d) Léasst sich der Nullvektor nicht nichttrivial kombinieren, so erst recht nicht von einer
nichtleeren Teilmenge.

e) Man schreibt die Darstellung von b mit den ai um in eine nichttriviale LK des
Nullvektors.

f) Es gibt eine nichttriviale LK des Nullvektors mit den ax und b. Dabei ist sicher der
Koeffizient von b ungleich 0 (sonst wéren ak la). Also kann man nach b) nach dem
Vektor b auflosen.

g) Kontraposition zu f).

Blatt 4

Aufgabe 15:
Man wabhlt A als Ursprung sowie AB und AC als aufspannende Vektoren.

Aufgabe 16:
Ansatz wie bei 15.

Aufgabe 17:

z. B. TV(ERF) = - TV(EQF):

Ceva mit Punkt B fur Dreieck EFD:
(ERF) * (FCD) * (DAE) = 1.

Menelaos mit Gerade CAQ fur Dreieck EFD:
(EQF) * (FCD) * (DAE) = 1.

Daraus folgt die Behauptung. Analog F bzw. AC

mit BDE und D bzw. EF mit ACB. G’

Aufgabe 18: <
Achsenschnittpunkte: Sy(0; 4; 0) S,(0; O; 6). k
E'(7;8/3;2) C'(3; 8/3; 2).

Aufgabe 19: :
E..x=(2:1;3)+t*(0;-1; 1) +s * (6; 7; 2) B
E schneidet hin H(4; 0; 7).

t...x=(8;8;5) +r*(-4;-8; 2)

t schneidet g in G(2; -4; 8). A



Aufgabe 20:

Schnittpunkt von g mit Ebene E: G(-3; -1; -5)
h ist parallel zu E im Abstand 10

k liegt in der Ebene E.

Aufgabe 21:

Fur beliebige reelle a ist stets g nicht parallel zu ha.

Fur a = 4 existiert ein Schnittpunkt S(5; 5; 0).

Alle Da liegen auf der Geraden x = (3; 10; 2) + a * (1; 0; 0).
Alle ha liegen in der Ebene 2y — 5z —10 =0.

Blatt 5

Aufgabe 22:

e) Die Vereinigung sei Teilraum W.
Fall 1: Es gibt Vektor v in U1 aber nicht in U2. Dann wahlen wir w aus U2 beliebig. Es
ist dann u = w + v sicher in W also u aus U1 oder aus U2. Ware nun u aus U2, so auch
v im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher ist u aus U1 und damit auch w aus Ul
also U2 enthalten in U1.
Fall 2: Existiert kein v der angegebenen Art, so ist Ul enthalten in U2.

Die Umkehrung ergibt sich leicht

Aufgabe 23:
a) Ja, aufgespannt von (-1; 0; 2) und (1; 1; 0).
b) Nein, denn z. B. (1/2; 0; 0) in V jedoch (1; O; 0) nicht.

Aufgabe 24:

a) (-1;1; 2) b) by ja: (3; -2) bz ja: (-1; 1)
Aufgabe 25:

a) U; und U, haben den Rang 2; U; und Uy haben den Rang 3.
b) Siehe a).

c) Alle Einheitsvektoren und zusatzlicha = (1; 1; ...; 1).

Aufgabe 27:
a) bezuglich U;: (-2; 3; 0) bezlglich Uy: (-1; 0; 2)

Aufgabe 28:

A hat den Zeilenrang 3.
Der Zeilenraum wird aufgespannt von (-1; -1; 5; 0), (0; 2; 3; 0) und (0O; O; O; 1).
B hat den Zeilenrang 4.

Blatt 6

Aufgabe 30:
Beweise ergeben sich leicht mit der Homorphiebedingung f(a + b) = f(a) + f(b).



Aufgabe 31:
Genau dann ist f bijektiv, wenn der Kern der Nullraum ist, also Rang(f) = dim(V) = dim(W).

Jeder Vektor von V lasst sich als LK der Basis darstellen, also auch sein Bild als LK der
Bilder der Basisvektoren.

Aufgabe 32:

a) PQ...2x+y—-1=0  X(1/2;0) Y(0;1). TV(PXQ) =3; TV(PYQ) =1 (Mitte).
b) h=QR ... x=1; A(L; 0). TV(QAR) = 1/5.

c) T(-4;0) U(1/4; 15/4).

d) k...2x—-2y-5=0. kist parallel zu PR.

e) S(1/3; 7/3). P’'(5/3; 5/3); Q'(-1/3; 17/3); R’'(-1/3; -1/3).

) h*...x+2y+1=0

g a..y=%*x

Blatt 7

Aufgabe 33:

Aufgabe 34:

a) Der Rang der von den drei Vektoren gebildeten Matrix ist 3. Die drei Vektoren bilden
also eine Basis des R3. a’' =(2; 2; 10); b’=(1; 1;5); ¢’ =(-2;-2; -10), also sind diese
drei Vektoren la vom Rang 1.

Daher ist (1; 1; 5) eine Basis von ¢(U) und dieser eindimensional.

b) Die Spalten der Abbildungsmatrix A sind die Bilder der Basisvektoren des R4, sie
spannen den Bildraum auf.
A hat Rang 2. Der Bildraum hat z. B. die Basis B ={(-1; 7; 1); (0; 2; 1)}.

Kern von ¢ hat die Dimension 2 und z. B. die Basis K = {(-1; -5; 2; 0); (-1; -3; 0; 2)}.
Es gilt der Dimensionssatz: dim(V) = dim(Bild(V)) + dim(Kern(p)) =2 + 2 = 4.
c) Man erhélt eine Nebenklasse des Kerns: (0; 2; 0; -1) + Kern

d) Keiner der drei kanonischen Basisvektoren des R3 lasst sich aus den Basisvektoren
des Bildraums kombinieren (Nachrechnen).

Aufgabe 35:
a) Man erhalt Rang(A) = 2, also ist die Abbildung bijektiv.
b) Siehe Aufgabe.

c) Mit den Eigenvektoren von A als Basis erhélt man die Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten 4 bzw. 3 auf der Diagonale.

Blatt 8

Aufgabe 36:

Die Spalten der Abbildungsmatrix sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren. Man
erhalt Rang(A) = 2, also ist der Defekt = 1 = dim(Kern). Eine Basis des Kerns ist (-1; 1; 2).



Aufgabe 37:
a) Die drei Vektoren a sind lu ebenso wie die beiden Vektoren b.

b) ¢(@l) =(-1;0); o(@2)=(9;1); ¢(@3)=(7;-5).
Dargestellt bezuglich der bi ergibt sich: (-1/2; -1/2) bzw. (5; 4) bzw. (1; 6).

_351

2

Damit erhalt man die Abbildungsmatrix M = 1 .
-= 4 6
2

A*(4;1; 3)=(11; 2). Bezuglich by: (13/2; 9/2).

Bemerkungen zum Problem der Basistransformation:

X =T X x bezieht sich auf die Basis B;, dagegen x’ auf die Basis B,

Die Spalten der Transformationsmatrix T sind die Koordinaten der alten
Basisvektoren der Basis B; bezuglich der neuen Basis Ba.

V=R3 W = R?

Kanonische Basis

Basis B;
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Lineare Algebra SS 90; Aufgabe 37. BASISTRANSFORMATION. MAPLE-Bearbeitung.

A ist die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung vom R3 in den R2 bezuglich der jeweils
kanonischen Basen.

>A = matrix(2,3,[0,2,3,1,-2,0]);

0 23
A'_[l -2 o}

S ist die Matrix einer Basistrafo im R3. Die Spalten von S sind die Basisvektoren der neuen Basis
B1 des R3.

S ist also die Trafomatrix, die einen im System B1 gegebenen Vektor in das System mit der
kanonischen Basis des R3 transformiert.
>S = matrix(3,3,[2,1,-1,1,0,2,-1,3,1]);

2 1 -1

>S1:

inverse(S);

oL ok Wik
H
co

b - o ok

T ist die Matrix einer Basistrafo im R2. Die Spalten von T sind die Basisvektoren der neuen Basis
B2 des R2.

T ist also die Trafomatrix, die einen im System B2 gegebenen Vektor in das System mit der
kanonischen Basis des R2 transformiert.

>T := matrix(2,2,[1,1,1,-1]);

i

>T1 = inverse(T);
1 1
2 2
Tl =
1 -1
2 2
>E:= multiply(T1,A);
1 3
ez 02
-1 , 3
2 2



>F:= multiply(A,S);
-1 9 7
F:=
[o 1 -5}
>B:= multiply(T1,A,S);
-1
> 5 1
B:= 1
Aufgabe 38:

a) Rang(A) = 2. b) a’ = (11; 22; -20); b’ =(-16; -36; 36); c’ = (6; 52; -80).
c¢) Rang(U) =3 =dim(U). Rang(U’) = 2.

Aufgabe 39:
a) U =(11; 22;-20)v’' = (-16; -36; 36) W’ = (6; 52; -80) t' = (-15; 2; -28)
-1 2 3 4
b) Matrix A= |6 -1 4 9
-12 5 -2 -9
Rang(A) ist héchstens 3 daher ist dim(Kern) mindestens 1 und die Abbildung nicht
injektiv
c) Rang(A) = 2. Damit wird dim(Kern) = 2. Basis des Kerns: {(-2; -3; 0; 1); (-1; -2; 1; 0)}
d) y=(-1;-8;0; 0) + Kern Urbild2 existiert nicht. z’ liegt nicht im Bildraum.

e) Rang(U) = 3. Rang(p(U)) = 2. Damit hat U n Kern(o) die Dimension 1. Eine Basis dvon
ist (33; 50; -1; -16).

f) GemalR a)und d)isty =t. Daheristy =t=(-1; -8; 0; 0) + Kern

g) Die Vektoren al’ und a2’ bilden eine Basis des Bildraums. Wir wahlen fir den

Ausgangsraum neben al und a2 noch zwei Kernvektoren als Basis C. Mit dem Bild
des ersten Kernvektors werden al’ und a2’ zu einer Basis D des Zielraums ergéanzt.

1 000
Dann ergibt sich folgende Abbildungsmatrix: M={0 1 0 O
0 00O
Blatt 9
Aufgabe 40:
11 -6 147
AB =
1 2 -14
-1 -8 -107

9 22 15



15 -21
EC =
[10 -3}
Das Produkt B*A ist aus Formatgriinden nicht maglich. (E wurde statt D als Name
gewabhilt).

Aufgabe 41:

a) V=M*v=(5;4; 3.
Die transformierten der kanonischen Basisvektoren sind:
al’=M=*al=(0;1,; 1)g; a2’ = (1, 0; 1)g; a3’ = (1; 1, 0)g. Diese bilden die Spalten der
Trafomatrix M. Die Spalten von M sind also die Koordinatenvektoren der alten Basis A
dargestellt bezlglich der neuen Basis B.

b) Nun werden umgekehrt die Basisvektoren der neuen Basis B dargestellt durch ihre
Koordinatenvektoren beziglich der alten Basis A: Dazu muss die Trafomatrix M
invertiert werden, da folgende Gleichung zu lésen ist: M * x = (1; 0; 0) etc.

-1 N

Man erhalt die Spalten von M1 = MY M1 :=

NI DS N

NIR NRFR N
NS N N

c) w=(5;4,3s=(1;2;,3)a=ML*W.

d s=(2;0;)a=(1;3;2=M*s.

e) Die alte Basis muss auch bezglich der neuen lu sein, d. h. der Spaltenrang der
Trafomatrix M muss n sein, also M quadratisch und regular vom Rang n.

F, H und L sind regular, dagegen G und K nicht.

T o D. : S- .
f) X Basistrafo in K"~ X lineare Abbildung  ~ y Basistrafo in K™ 7 y
3 -1 2 2 4 1 00
g E=S*D*T= * *M1 = .
-5 2 6 5 11 0 20
K" K™

Dmn=S*ET!

A — Basisdarstellung X — Basisdarstellung

Y — Basisdarstellung

B-Basisdarstellung




XB L) XA=TXB L) y)(:DTXA L) yyz(SDT)XB
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Aufgabe 44:

N
NI B NS
N

6666666667  -.6666666667 .3333333333
Bl =|-.6666666667 -1.333333333 .6666666667
3333333333 6666666667 6666666667

402 -1

Cl=|-3 1 0

5 2 -1

22 -29 -
-11 15 -7

El :=
-15 20

-1 1 i

NI Nw NG
1
-
©

Aufgabe 46:
>A:= matrix(4,4,[2,0,1,-1,-7,3,1,5,-4,-6,-11,-1,4,-6,-7,-5]);
2 0 1 -1
-7 3 1 5
4 -6 -11 -1
4 -6 -7 -5

A=

>rank(A); colspace(A);
2

{[1,0,-9,-5],[0,1,-2,-2]}
> kernel(A);
{[1,3,-2,0],[0,-2,1,1]}
>al:= vector(4,[1,1,1,1]); bl:= vector(4,[4,-14,-8,8]);
cl:=vector(4,[1,0,0,0]);

dl:=vector(4, [2,2,-22,-14]);
al:=[1,1,1,1]



bl :=[4,-14,-8, 8]
cl:=[1,0,0,0]
dl:=[2,2,-22,-14]
> linsolve(A,al);

> linsolve(A,bl);
[[t,—t,+2-2_t, t,2 t +_t —4]

> linsolve(A,cl);
> linsolve(A,dl);
[t,3 t,—2 t, -2 t +2+_t, t]

Aufgabe 47:
Ergebnis: Alle Linearkombinationen von (-3, 3, -8, -13) und (-1, -1, 2, 3).

Blatt 11
Aufgabe 48:
>At:= matrix(3,3,[2,-3,5,10,4,-13,14,-2,t-5]);
2 -3 5
At:=/10 4 -13
14 -2 t-5

>a:=vector (3, [t+3,-4,-2]);

a:=[t+3,-4,-2]
>b:=vector(3,[t-3,4,2]);

b:=[t-3,4,2]

> linsolve(At,a);
1 -23t-38+2t° 1 85t+114+5t° | t+2
19 -2+t ©19 -2+t =2+t

> linsolve(At,b);

2 5
Lgt—l,—lgt—?a,-Z}

>A2:= matrix(3,3,[2,-3,5,10,4,-13,14,-2,-3]);

2 -3 )
A2:=110 4 -13
14 -2 -3

> linsolve(A2,vector(3,[0,0,0]));

1
{Z_tl, 2 t, _tl}

a) Rang der Koeffizientenmatrix ist 3. Nur fur t = 2 ist der Rang 2.
b) t=0: (I) ergibt als Lésung: (1; 3; 2) (I) ergibt (-1; -3; -2).



c) Im Falle (I) muss zur Lésbarkeit t = - 2 sein und man erhalt (-4/19; -9/19; 0)
Im Falle (1) muss zur Losbarkeit t = 2 sein und man erhalt: (4/19; 9/19; 0).

d) Nur fir t =2 ist Rang(A) = 2. Man erhalt den Basisvektor (1; 4; 2).

e) Nur fur t = 2 ist die Gleichung (I) unlésbar. In allen anderen Fallen ist die Lésung
eindeutig, weil Rang(A) = 3 ist.

f) Siehe c¢) und d): Man erhalt: (4/19; 9/19; 0) + r * (1, 4; 2) falls k = 2 ist.
Andernfalls erhalt man (2/19 * k — 1; -5/19 * k — 3; - 2) als LOsung.

Aufgabe 49:
>At:=matrix(3,3,[1,3,1,2,2,1,0,4,t]);
1 3 1
At:=|2 2 1
0 4 t
> gausselim(At);
1 3 1
0 -4 -1
0 0 t-1
>a:=vector(3,[0,0,0]);
a:=[0,0,0]
>b:=vector(3,[1,1,2]);
b:=11,1,2]
>c:=vector(3,[1,1,1]);
c:=[1,1,1]
> linsolve(At,a);
[0,0,0]

> linsolve(At,b);

1t-21t-2 1
4t-14t-1"t-1

19

>Al:= matrix(3,3,[1,3,1,2,2,1,0,4,1]);
1 3

> linsolve(At,c);

1
Al=|12 2 1
0 4 1
> linsolve(Al,a);

[t, t,—4 t]

> linsolve(Al,b);
> linsolve(Al,c);
[t t,—4_t +1]



>A2:= matrix(3,3,[1,3,1,2,2,1,0,4,2]):

1 3 1
A2:=12 2 1
0 4 2
>A2inv:=inverse(A2);
_ 1 1
0 5
A2inv := 1 101
2 4
2 1 1
>rank(Al); kernel(Al); colspace(Al);
2
{[11 15 -4]}

{[1,0,2],[0,12,-1]}

Der Bildraum ist eine Ebene durch den Ursprung mit der Gleichung x=r* (1; 0; 2) + s * (0; 1; -1).
Die kanonischen Basisvektoren des R® gehtren ganz offenbar nicht zum Bildraum.

>FG:=multiply(Al,A2);
7 13 6
FG:=|6 14 6
8 12 6

> rank(FG); kernel (FG);colspace(FG);
2

(%)
{[1,0,2],[0,1,-1]}

>GfF:=multiply(A2,Al);
7 13 5
Gf:=|6 14 5
8 16 6

> rank(GfT) ;kernel (Gf); colspace(G¥f);
2

{[1,1,-4]}

{rotf[os2)

a) Die Koeffizientenmatrix hat den Rang 3 aul3er fur t = 1, dann ist der Rang 2.
() Fart=1 erhalt man (s; s; -4s). Fur t = 1 ist der Nullvektor einzige Losung.
b) (I): Far t = 1 erhalt man keine Losung, sonst ist die Lésung eindeutig:



(-1/4*(-1 + 1/(t-1)); -1/4 * (-1 + 1/(t-1)); 1/(t-1))
(1): Far t =1 erhalt man (Y%; ¥; 0) + s * (-1, -1; 4)
Sonst die eindeutige Losung (Y4 ; Y4, 0).

Das homogene System hat nur fir t = 1 eine nichttriviale L6sung (siehe oben)
ansonsten besitzt es nur den Nullvektor als Losung.

c) Siehe b) bzw. a).

d) Siehe MAPLE-L6sung.

e) Siehe MAPLE-LGsung

f) Es gibt jeweils nur den Nullpunkt als Fixpunkt.
g) Siehe MAPLE-L6sung

Blatt 12

Aufgabe 50:
Einfaches Nachrechnen.

Aufgabe 51:
Einfaches Nachrechnen.

Aufgabe 52:
Einfaches Nachrechnen.
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2 -1
Aufgabe1 A 13 B 2 0 -4 c=(1 0| D 1 =25
u = = = =
2 — 3 -2 6 s 4 3 4 0

Berechnen Sie A*B, B*A, C*D und D * C. (Kontrolle mit Computerprogramm!).

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass die folgenden drei Geraden im R2 ein Dreieck bilden und bestimmen Sie die
Dreiecksecken: g..x+3y=5 h..3x+2y=8 i..2x-2y=-6.
Ergebnis: P(2; 1), Q(-1;2), R(2/5;17/5).

Aufgabe 3

Bestimmen Sie alle gemeinsamen Punkte der folgenden vier Ebenen des R3. Zeigen Sie, dass die
Ebenen einem Ebenenbiischel (alle Ebenen durch eine gemeinsame Gerade als Achse)
angehdren und bestimmen Sie die Blschelgerade.

E..x+4y-2z=3 F..3x+2y=1 G..4x+y+z=0 H..3x-8y+6z=-7
Ergebnis: Achse a... x = (-1/5; 4/5; 0) + t * (-2; 3; 5)
Aufgabe 4
Bestimmen Sie zu folgenden Matrizen jeweils die Inversen:
3 -1 4
0 -2 1 1 -05 O 1 0 -1 5 1
A=|-2 -4 2| B=|-05 0,25 05| C=|3 -3| D= 4 -3
1 2 0 0 05 1 1 2 2
31 -5 =2
-3 1-5-2
Aufgabe 5

c) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der untenstehenden
Koeffizientenmatrix A. Ergebnis: x =t * (1, -2; 3; 2).

d) Losen Sie die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit den untenstehenden erweiterten
Matrizen B und C.

Ergebnisse: B..x =(2; -3; 5). C.x=(3;0;-3;0)+r*(-3;1;0; 0) +t*(5; 0; 2; 1).
7 -1 0 | 17 1 3 4 3 1 9
1 1 1 1
3 0 11 1 3 9 -2 111 -3
A=(-1 1 1 0| B= C=
4 -1 0 | 11 4 12 6 -8 | 6
1 0 -1 1
10 0 1 I 25 2 6 2 -14 1 -12
Aufgabe 6

Gegeben sind die drei linearen Gleichungssysteme (1), (II) und (111) mit derselben
Koeffizientenmatrix A:

X1 +3X2 + X3 =0 =1 =1
2X1 + 2X2 + X3 =0 =1 =1
4xo + tx3 =0 =2 =1

(1 (1) (11
a) Losen Sie die drei Gleichungssysteme durch elementare Umformungen in einem Arbeitsgang.
Ermitteln Sie die Losungsmenge von (I) in Abh&ngigkeit von t.

b) Fudr welche t besitzen (1) bzw. (lll) Losungen, fur welche sogar eindeutige?
Fur welche t sind (II) bzw. (Ill) unlésbar?

c) Bestimmen Sie die Losungsmengen von (ll) und (Ill) in Abh&angigkeit von t.
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Aufgabe 7

2X1 - 3Xo + 5x3 =t+3 =t-3
10xq +4xo - 13x3 = 4 = 4
14x1 - 2Xp + (t-5)xg3= -2 = 2

(1 (1)

a) Formen Sie die Koeffizientenmatrix und beide rechte Spalten | und Il in einem Arbeitsgang in
Dreiecksform (Staffelform) um. Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix?

b) Bestimmen Sie die Lésungsmenge der beiden Systeme fir t = 0.
c) Ermitteln Sie alle Losungen der beiden Systeme, fiir welche x3 =0 ist.

d) Fur welchen Wert t1 von t besitzt das homogene System einen eindimensionalen
Losungsraum? Bestimmen Sie diesen Losungsraum.
Beschreiben Sie den Lésungsraum des homogenen Systems fur t = tq.

e) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Wert t; von t, fir den das System (1) keine Losung besitzt.
Geben Sie t; an. Wie viele Lésungen besitzt das System (I) im Falle t = t,?

f) Bestimmen Sie fur t = 2 die Losungsmenge des Systems (II).
Ermitteln Sie die allgemeine Losung von (II) fur t = 2.

Aufgabe 8

Gegeben ist das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem (*) mit dem reellen Parameter t:

X + y - z = 1
2X + 3y + tz = 3
X + ty + 3z = 2

Es sei L die Losungsmenge dieses inhomogenen Gleichungssystems und H¢ die Losungsmenge
des zugehdorigen homogenen Systems.

a) Ermitteln Sie die Losungsmengen Lp, L1 und Ly zu den Parametern t=0, t=1und t=2.
Was folgt hieraus jeweils fir die Losungsmengen Hp, Hq und Ho?

b) Ermitteln Sie diejenigen Werte t* von t, firr welche das homogene System zu (*) nicht nur die
triviale Losung besitzt. .
Bestimmen Sie die zu diesen Werten t gehtrenden Losungsmengen Hix .

c) Fur welche Werte t besitzt das gegebene inhomogene Gleichungssystem (*)
1) genau eine Losung,
(2) mehr als eine Losung,
3) keine Losung ?

Zur Begrundung kdnnen bisherige Resultate herangezogen werden.
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Aufgabe 9

Gegeben sind zwei Vektoren a und b.

a) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektorena+b,b +a,a-b,b -a.

b) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektoren 2a + 3b, 2a - 3b, 3b + 2a, 3b - 2a.

c) Bestimmen Sie die Vektoren aus a) und b) in Koordinaten mit a=(aq, ap) und b=(b1, by).

Aufgabe 10

Beweisen Sie vektoriell den Satz von der Mittelparallelen im Dreieck:

Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten ist parallel zur dritten Seite und halb so lang wie
diese.

Aufgabe 11

Ein Parallelogramm OACB wird durch die Vektoren OA =aund OB = b aufgespannt.

M1 bis My sind die Mitten der Seiten OA, AC, CB, BO. M ist Schnittpunkt der Diagonalen.

a) Druicken Sie die Vektoren AB, OC und OM;j durch a und b aus.

b) Beweisen Sie, dass M beide Diagonalen halbiert.

¢) Zeigen Sie, dass die Schnittpunkte von OM, und OM; mit der Diagonale AB diese in drei gleiche
Teile teilen.

Aufgabe 12

Beweisen Sie vektoriell den Satz von den Seitenhalbierenden im Dreieck:

Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S. Dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhéltnis 2:1.

Aufgabe 13

Eine Strecke AB ist durch die Ortsvektoren a und b ihrer Endpunkte A und B gegeben.

T ist ein Punkt der Strecke AB und teilt diese im Verhaltnis x : y.

a) Driucken Sie den Ortsvektor t = OT durch a und b aus.

b) Ersetzen Sie x : y durch k.

c) Zeichnen Sie fur k =1/2, 3/4, 1, 2, 4, -4, -2, -3/2, -5/4, -1/4, -1/2, -3/4.

d) Rechnen Sie in Koordinaten mit A(0; 0) und B(6; 0).

e) Wie andert sich k, wenn sich T von rechts bzw. von links an A bzw. an B annahert?

f) Zeigen Sie: Erhalt man mit k den Teilpunkt T, so erhalt man mit -k den vierten harmonischen
Punkt Szu A, Bund T.

g) Zeigen Sie: Teilen S und T die Punkte A, B harmonisch, so teilen auch A und B die Punkte S
und T harmonisch.

Aufgabe 14

Zeigen Sie vektoriell: Die Seitenmitten jedes beliebigen (auch nicht ebenen!) Vierecks bilden ein
Parallelogramm. Der Mittelpunkt des Mittenparallelogramms ist gleichzeitig Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke der Diagonalenmitten.

Aufgabe 15

Zeigen Sie fir ein Tetraeder:

a) Die "Schwerlinien" (das sind die Verbindungen von einer Ecke zum Schwerpunkt der
gegenuberliegenden Seitenflache) schneiden sich in einem Punkt. Dieser teilt die Schwerlinien
im Verhaltnis 3:1.

b) Die drei "Mittellinien" ( das sind die Verbindungslinien von Gegenkantenmitten ) halbieren sich
gegenseitig.
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Aufgabe 16

Fur drei kollineare Punkte A, T, B ist das Teilverhaltnis k = TV(ATB) definiert durch die Beziehung
AT =k*TB.

a) Dricken Sie den Ortsvektor t mit Hilfe der Ortsvektoren a und b aus.

b) Zeigen Sie: Je nachdem, ob T innerhalb oder auRerhalb der Strecke AB liegt, ist k > 0 oder
k<O0.FurT=Aistk=0undfur T ---> B geht k ---> oc.

c) Sind A(0O; 0), T(t; 0) und B(1; 0) gegeben, so gilt k = t/(1 — t). Zeigen Sie dies. Zeichnen Sie ein
Schaubild der Funktion t ---> k im Bereich -3 <t < +5 mit LE = 2cm.

d) Vertauscht man A mit B, so geht das Teilverhaltnis tber in den Kehrwert.
Es gilt also: TV(ATB) * TV(BTA)=1. Zeigen Sie dies.

e) Zeigen Sie, dass bei zyklischer Vertauschung der drei Punkte das Teilverhaltnis tibergeht in
den Wert —-1/(1+k), also TV(TBA) = — 1/(1+k).

f) Berechnen Sie aus TV(ATB) = k nach d) und e) die Teilverhaltnisse fur samtliche 6
Permutationen von A, Bund T.

g) Nun sei AT =x* AB. (x ist also der Anteil von AT an AB ). Driicken Sie k durch x und
umgekehrt x durch k aus. Ergebnis: k = x/(1-x) und x=k/(1+k)

Aufgabe 17
Gegeben sind die Funktionen g: x ---> 1/x sowie f: x---> -1/(1+x).

a) Berechnen Sie samtliche Verkettungen f, f2, f3, ...und g, g2, g3,...( Hinweis: f4=f, also f3=Id
und g2=Id).

b) Zeigen Sie, dass die sdmtlichen Produkte der Form fngk eine Gruppe bilden. Stellen Sie die
Gruppentafel auf.

c) Um welche bekannte Gruppe handelt es sich? (D3 bzw. S3).

d) Vergleichen Sie mit den Ergebnissen von Aufgabe 8 d), e), f).

Hinweis: Teilverhaltnisse sind vielfach anders als hier angegeben definiert. Bitte achten Sie auf

Unterschiede in verschiedenen Literaturquellen! Gebrauchlich ist die Definition:

TV(A, B; T) = k durch AT =k* BT . Das andert gegenuber unserer Konvention das Vorzeichen,
der Mittelpunkt hat dann das Teilverhaltnis k= — 1.

Aufgabe 18

a) Ista die Lange des Vektors a, so hat a° = a/a die Lénge 1 (normiert). Zeigen Sie:
Die Vektoren a°+ b° und a° - b° halbieren die Winkel zwischen den Vektoren a und b.
Zeichnen Sie eine Figur. Hinweis: Symmetrie einer Raute.

b) Beweisen Sie den Satz lber die Winkelhalbierende im Dreieck:

Die Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels und seines C
Nebenwinkels teilen die Gegenseite des Dreiecks im

s . , b
Verhaltnis der anliegenden Seiten. a

Esgiltalso AD:DB=AE:EB=a:b.

A /ﬁ B =
Aufgabe 19* (Zusatz; schwierig)
Ein vollstandiges Vierseit besteht aus 4 Geraden einer Ebene, die sich in 6 Punkten schneiden.
Verbindet man je zwei dieser Punkte, so erhdlt man 3 neue Geraden, die "Diagonalen” des
vollstandigen Vierseits.

Beweisen Sie, dass die Mittelpunkte der Diagonalen auf einer geraden Linie liegen.



Vektorgeometrie und Lineare Algebra SS 91 Blatt 5

2 1 4
Aufgabe 20 Az(2 5 4}

Die Gleichung A *x =y mit gegebener Matrix A vom Typ (m, n) = (2, 3) und Vektoren x aus R"
bzw. y aus R™ kann man interpretieren als Abbildung f, die jedem Vektor x aus R" einen Vektor y
aus R™ zuordnet.

Die Losungenvon A *x =0 bzw. A *x =b ergeben dann die vollstandigen Urbilder des
Nullvektors (das ist der Kern der genannten Abbildung) bzw. des Vektors b.

a) Bestimmen Sie fur die gegebene Matrix A die Bilder der Einheitsvektoren eq = (1, 0; 0),
e2=(0;1;0) und e3=(0; 0; 1) sowie der Vektoren u =(3;1;0) und v = (6; 2; 1).

b) Bestimmen Sie den Kern der durch A vermittelten Abbildung f, also die Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems A * x = 0.

c) Bestimmen Sie die vollstandigen Urbilder der Bildvektoren b = (7; 8) und ¢ = (18; 20).
Zeigen Sie, dass es sich jeweils um eine Nebenklasse des Kerns handelt.

d) Beweisen Sie, dass die obige Abbildung f linear ist, dass also gilt:
f(x +y) =f(x) +f(y) und f(k*x)=k*f(x).
Was ist demnach das Bild des Vektors w(1; 1; 1)?

Aufgabe 21 A=

o L N
A w N
e

a) Bestimmen Sie den Kern sowie die Urbilder der Vektoren b =(1; 1;2) und ¢ =(1; 1; 1) bei
der durch die Matrix A gegebenen linearen Abbildung in Abhangigkeit vom Parameter t.

b) Bestimmen Sie die Bilder der Einheitsvektoren bei der gegebenen Abbildung.
Ergebnisse: t=1:Kernists* (-1; -1; 4); b besitzt kein Urbild; Urbild von c ist (1/4; 1/4; 0) + Kern.
t = 1: Kern ist O; Urbilder eindeutig: 1/(4t-4) * (t - 2; t — 2; 4) bzw. (1/4; 1/4; 0).

Aufgabe 22
X +y A =b Lassen sich reelle Zahlen a und b so bestimmen,_dass das
X -ay -z = 2a gegebene Gleichungssystem
2X +y = b+2 a) keine b) genau eine
X +z =2 c¢) unendlich viele Lésungen besitzt?
Geben Sie eine vollstandige Ubersicht tiber alle méglichen Falle und die zugehérigen Lésungen.
Ergebnisse: a=-1: nurldsbar falls b = - 2: (0; 0; 2) +s*(1;-2; -1).

a=-1: eind. Losung 1/(2a+2) * (a(b+4)+2; 2(b-2a); 2-ba )
Aufgabe 23
2X1 +ax, +Xz3 +4x4 =-2_ Fur welche reellen Werte a bzw. b hat das
gegebene
5Xy +X, +3Xz3 -X4 =-4 Gleichungssystem a) keine b) genau eine
X1 +X3 +3x4 =0 ¢) unendlich viele Lésungen ?

-X, +2X3 +5x4 = b Geben Sie eine vollstandige Lésungsibersicht.

Ergebnisse: a=0: eindeutig l6sbar 1/11* (b-26;48-12b; 14 +2b; 4 -b)
az0: a=1/2: b =4: Losung einparametrig:(0; -4; 0; 0) + s * (-1; 2; 1, 0)
b #4: keine Losung.

a=1/2: eind. Losung: 1/(11*(2a-1)) * (26-10ab-4a-b; 12(b-4); 4a(4b-5)-2(b+7); (2a-1)(4-b)).
Hinweis: Alle Ergebnisangaben sind selbst nachpriifbar und daher ohne Gewahr.
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Gegeben sei der Kérper (R, +, *) der reellen Zahlen mit den Kdrpereigenschaften:

K1: (R, +) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement O.
K2:  (RY{0}, *)isteine komm. Gruppe mit Neutralelement 1.
K3: Es qilt das Distributivgesetz: a*(b+c)=a*b+a*c.
Ein Vektorraum (V, #, ¢) Uber dem Korper (R, +, *) mit nichtleerer Menge V von Vektoren ist
ein Gebilde mit folgenden Axiomen:
V1 (V, #) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement 0 (Vektormodul)
V2: e isteine Abbildung von R xV in V mit folgenden Eigenschaften (S-Multiplikation):

S1: re(sev)=(r *s)ev S2: (rts)ev=(rev)#(sev)
S3: re(v#w)=(rev)#(rew) S4. lev=y
Aufgabe 24

a) Beweisen Sie das Untergruppenkriterium:
Eine nichtleere Teilmenge T einer Gruppe (G, *) ist bereits dann Untergruppe, wenn gilt:

Ul: Tistabgeschlossen, d. h. mitaundbistauch a*b inT.

U2: T enthalt mit jedem Element a auch das Inverse al zua
b) Zeigen Sie, dass fir endliche Teilmengen T bereits die Forderung U1 allein genlgt.
c) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium:

Eine nichtleere Teilmenge W eines reellen Vektorraums (V, #, ) ist bereits dann ein
Untervektorraum, wenn folgende Bedingungen erfllt sind:

UVR1: W ist abgeschlossen bez. der Vektoraddition #.

UVR2: W ist abgeschlossen bez. der S-Multiplikation,
d. h. mit vaus W giltauch rev aus W fir jede reelle Zahl r.

d) Beweisen Sie, dass fir jeden Vektorraum gilt:

1) Oea=0 fur beliebige Vektoren a
(2) re0=0 fur beliebige reelle Zahlen r
3) (-rea=— (rea) fir beliebige reelle Zahlen r und Vektoren a
(4) Aus rea=0 folgt r=0 oder a=0.
Aufgabe 25

Beweisen Sie folgende Satze Giber homogene lineare Gleichungen bzw. Gleichungssysteme:

a) Ist x ein Lo6sungsvektor, so auch rex fiir beliebiges reelles r.

b) Sind x und y Ldsungsvektoren, so auch x #y und sogar (r e x) # (s e y) fur beliebige r, s.
c) Die Losungsvektoren eines homogenen LGS bilden einen Vektorraum (24c) verwenden!).

Aufgabe 26

Eine Abbildung f eines Vektorraums V in einen Vektorraum W heif3t linear, wenn gilt:

f(x #y)=1f(x) #f(y) und f(r*x) =r*f(x) fur beliebige Vektoren x,y und Zahlenr.
a) Zeigen Sie: f(0)=0 f(-x) = - f(x)

b) Zeigen Sie: f((r*a) # (s *b)) =(r*f(a)) # (s * f(b)).

In Worten: Bild einer Linearkombination = Linearkombination der Bilder.

c) Zeigen Sie: Die Menge aller Vektoren k aus V, fur die gilt f(k) =0 bilden einen
Untervektorraum U von V (24c) verwenden!). Dieser heil3t der Kern von f.
Ist k ein Kernvektor so gilt: f(x # k) = f(x).

d) Gilt f(x) =f(y) so unterscheiden sich x und y nur durch einen Kernvektor, es gilt also
x -y =k wobei k ein Kernvektor ist.

e) Die Klassen bildgleicher Elemente unter f sind genau die Nebenklassen des Kerns.
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Aufgabe 27

a)

Gegeben sind A(-3; 5) und B(3; -4). Bestimmen Sie die Teilpunkte flr die Teilverhaltnisse
TV(ATB) = 0,5 bzw. TV(ASB) = - 0,75. Kontrollergebnisse: T(-1; 2), S(-21; 32).

b) Gegeben sind die kollinearen Punkte A(3; -5), B(-1; 0) und C(0,6; -2). Bestimmen Sie den
vierten harmonischen Punkt D, so dass AB und CD harmonisch liegen, also TV(ACB) = —
TV(ADB) gilt.

Zeigen Sie, dass dann auch gilt: TV(CAD) = — TV(CBD). Kontrollergebnis: D(-9; 10).

c) Gegeben A(1; 1,6) und T(5; 4). Gesucht B, so dass TV(ATB)=0,4.

Kontrollergebnis: B(15; 10).

d) Man teile die Strecke AB mit A(-9; 15; -2) und B(-12; -6; 4) in drei gleiche Teile.
Kontrollergebnis: P(-11; 1; 2), Q(-10; 8; 0).

Aufgabe 28

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(O; 0), B(7; 0) und C(4,5; 6) in einem kartesischen
Koordinatensystem. Kontrollzeichnung fiihren!
Kontrollergebnisse: T(15/4; 0), R(168/29; 84/29), S(7/3; 28/9), J(4; 2).

a) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks.
b) Berechnen Sie den Teilpunkt T auf AB fur das TV(ATB) = k = 15/13.
c) Zeigen Sie: T liegt auf der Winkelhalbierenden von c.
d) Berechnen Sie den Schnittpunkt R der Winkelhalbierenden von a mit BC.
In welchem Verhéltnis v teilt R die Strecke BC?
e) Berechnen Sie den Schnittpunkt J von AR mit CT.
f)  Berechnen Sie den Schnittpunkt S von AC mit BJ. In welchem Verhéltnis m = TV(CSA) teilt S
die Strecke CA?
g) Zeigen Sie, dass BS Winkelhalbierende von b ist.
h) Bestatigen Sie am vorliegenden Beispiel folgende Séatze:
Satz von Ceva: Drei Ecktransversalen AR, BS und CT eines Dreiecks ABC sind genau dann
kopunktal, wenn gilt: TV(ATB) * TV(BRC) * TV(CSA) = 1.
Satz von der Winkelhalbierenden: Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite
im Verhaltnis der anliegenden Seiten.
Satz von der Inkreismitte: Die Winkelhalbierenden im Dreieck sind kopunktal. Ihr Schnittpunkt
ist die Inkreismitte.
i) Inwelchem Verhéltnis teilt J die Strecken AR, BS und CT?
Aufgabe 29
Beweisen Sie folgende Satze lber Lineare Abhangigkeit von Vektoren:
a) Enthalt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, so ist sie sicher linear abhéngig.
b) Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhéngig, so gibt es mindestens einen
Vektor in der Menge, der sich aus den ubrigen linear kombinieren Iasst.
c) Jede Obermenge einer linear abhangigen Menge von Vektoren ist linear abhangig.
d) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge von Vektoren ist linear unabhangig.
e) Istb eine Linearkombination der Vektoren aq, ap, ... ,ap, so ist die Menge {a1, ap, ... ,ap, b}
linear abhangig.
f) Istdie Menge {a1, ap, ..., ap} linear unabhéangig und {aq, as, ..., ap, b} linear abhangig, so
lasst sich b linear aus den aj kombinieren.
g) Ist{ay, ap, ..., ap} linear unabhéngig und b keine Linearkombination der a;, so ist die Menge

{a1, ap, ..., ap, b} ebenfalls linear unabhangig.
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Aufgabe 30
Beweisen Sie den Satz von Ceva:

Sind AA', BB' und CC' kopunktale (!) Ecktransversalen im Dreieck ABC,
so gilt: TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = 1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese. Beweisidee?

Aufgabe 31
Beweisen Sie den Satz von Menelaos:

Sind A", B' und C' drei kollineare (1) Punkte auf den drei Seitengeraden
des Dreiecks ABC, so gilt:

TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = -1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese.
Beweisidee?

Aufgabe 32
Beweisen Sie den Satz vom vollstéandigen Vierseit:

Auf jeder Diagonalen werden die Ecken des Vierseits durch die
beiden Diagonalpunkte harmonisch getrennt:

Also z. B. TV(APC) = — TV(ARC) usf.
Hinweis: Benutzen Sie Ceva und Menelaos zum Beweis.

Aufgabe 33

Das Funfeck ABCDE mit A(7; 4; 0), B(3; 4; 0), C(3; 4, 2), D(5; 4; 4,5) und E(7; 4; 2) ist Grundflache
eines Prismas, dessen Kanten parallel zur y-Achse verlaufen. Die Ebene (E) enthélt die Punkte A,
B und G(5; 1; 4,5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Prismenkanten mit der Ebene (E).

Zeichnen Sie ein Schragbild (a = 45°; k = 0,5). Deuten Sie die Figur als Bild einer Dachgaube.

Aufgabe 34

Die Gerade g enthalt die Punkte A(2; 1; 3) und B(2; 0; 4), die Gerade h die Punkte C(2; 1; 7) und
D(4; 0; 7). Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

Welche Ebene (E) enthalt die Gerade g und den Punkt P(8; 8; 5)?

Welche Gerade t durch P trifft sowohl die Gerade g als auch die Gerade h?

Ermitteln Sie die zugehoérigen Schnittpunkte G und H.

Aufgabe 35

Die Ebene (E) geht durch die Punkte A(-5; 1; -2), B(-4; 3; -2) und C(-5; 3; -1).

Die Gerade g enthalt die Punkte D(1; -3; 1) und E(3; -4; 4), h die Punkte F(2; -5; 3) und G(4; 3; 5)
und k die Punkte H(-6; -3; -3) und K(-1; 3; -5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Ebene (E) mit den Geraden g, h und k.

Aufgabe 36

Die Gerade g geht durch A(5; -10; 6) und B(5; -5; 4). Fur a e R ist Dy(a + 3; 10; 2) gegeben.

Die Gerade h, geht durch C(3; 0; -2) und D,. Fur welche a schneiden sich g und h,, flr welche a
sind g und h, parallel?

Zeigen Sie: Alle D, liegen auf einer Gerade und alle Geraden h, liegen in einer Ebene.
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Aufgabe 37
Zeigen Sie fir beliebige Vektorrdume:

a) k*a =0 gilt genau dann, wenn k = 0 oder a = 0.
b) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium.
c) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Untervektorraume ist ein Vektorraum.

d) In einem n-dimensionalen Vektorraum ist jedes linear unabhangige System von n Vektoren
eine Basis.

e) Sind U; und U, zwei Teilrdume so ist die Vereinigung von U; und U, genau dann wieder ein
Teilraum, wenn U; Teilmenge von U, oder U, Teilmenge von U; ist.

Aufgabe 38
Sind folgende Mengen lineare TeilrAume des R3?

a)A:{(Xl,Xz,Xg)l 2X1-2X2+X3:0} b)B:{(Xl,Xz,X3)| 2X1-2X2-2X3:1}

Aufgabe 39
Kombinieren Sie b = (0; 4; -2) linear aus aj = (1; 0; 0), ap = (1; 2; 0) und az = (0; 1; -1).
Istbq =(3; -1; 1) bzw. by = (-1, 1; 0) linear abhangig von a1 = (1; 1; 1) und ap = (0; 2; 1)?

Aufgabe 40

Im R3 sind folgende Mengen gegeben:

U, ={(1; 3; 0), (-2; 1; 2)}, U, ={(3;5; 2), (1; 1; 1), (3; 6; 1,5)},
Us={(3:5;2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}, Us={(3;5; 2), (1, 1; 1), (3; 6; 2), (8; 13; 6)}.

a) Welche dieser Mengen sind linear unabhangig, welche bilden eine Basis des R3?
b) Bestimmen Sie jeweils den Rang und eine Basis der von den Mengen aufgespannten Raume.

c) Geben Sie ein System von n+1 Vektoren des K" an, von denen je n linear unabhéngig sind. K
sei dabei ein beliebiger Korper.

Aufgabe 41

a) Zeigen Sie, dass U ={(3; 5; 2), (1; 1; -1), (2; 4; 1)} eine Basis des R3 ist.

b) Ersetzen Sie nach dem Austauschsatz von Steinitz zwei Vektoren in U durch die Vektoren
b1=(1;,3;0)und by =(-2; 1; 2).

Aufgabe 42
Stellen Sie den Vektor b = (1; 3; 0) des R® beziglich der beiden Basissysteme U1 und Uy dar:
U ={(1;0;0), (1; 1; 0), (1; 1; 1)} und Up ={(3; 5; 2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}.

Aufgabe 43

A={(1;3;-2;4), (-1;-1; 5;-9), (2; 0; -13; 23), (1; 5; 1; -2)}

B={(2;3;-1;0),(-4,50; 1), (6-2;2;-2), (-2;8;1;3)}

a) Stellen Sie die Vektoren jeweils als Zeilenvektoren einer Matrix dar.

b) Berechnen Sie jeweils den Zeilenrang und eine Basis flr den von den Zeilenvektoren
aufgespannten Unterraum.

c) Berechnen Sie jeweils den Spaltenrang und eine Basis fiir den von den Spaltenvektoren
aufgespannten Unterraum.

Aufgabe 44
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des von folgenden Vektoren aufgespannten
Unterraumes des R>: (1; 1; 0; 1; 1), (0; 0; 1; 1; 0), (0; 1; 0; 0; 0),.(1; 0; 0; 1; 1),.(1; 0; 1; 0; 1).
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Aufgabe 45
Es sei f eine lineare Abbildung von V in W. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
i)

Das Bild des Nullvektors aus V ist der Nullvektor in W.

Das Bild einer la-Teilmenge von V ist eine la-Teilmenge von W.

Das Urbild einer lu-Teilmenge von W ist eine lu-Teilmenge von V.

Das Bild von V ist ein Unterraum von W.

Das Bild irgendeines Unterraumes von V ist ein Unterraum von W.

Das Urbild eines Unterraums von W ist stets ein Unterraum von V.

Die Dimension des Bildraums von V ist hochstens gleich der Dimension von V.

Der Kern von f ist ein Unterraum von V.

Das Urbild f'l(w) eines Vektors w aus W ist eine Nebenklasse des Kerns: M = v + Kern(f).

Aufgabe 46
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen tiber eine lineare Abbildung f: V--->W:

(4) f ist bijektiv (also injektiv und surjektiv ).
(5) Rang f = dim V =dim W.
(6) Ist{bq, by, ..., b } eine Basis von V, so ist { f(bq), f(b2), ..., f(bp) } eine Basis von W.

Hinweis: In diesem Falle nennt man f einen Vektorraumisomorphismus und die Rdume V
und W sind isomorph.

Aufgabe 47
Gegeben sind die Punkte P(-1; 3), Q(1; -1) und R(1; 5) in einem Parallelkoordinatensystem.
Fihren Sie eine Kontrollzeichnung neben Ihrer Rechnung.

a)

b)

c)

d)

f)

9)

Bestimmen Sie die Gleichung der Gerade PQ (Parameterdarstellung und Koordinaten-
gleichung). Ermitteln Sie die Schnittpunkte X und Y von g mit den Koordinatenachsen. In
welchem Verhaltnis teilen X bzw. Y die Strecke PQ?

Geben Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung von h = QR an.
Beschreiben Sie die besondere Lage von h. Wie und in welchem Verhaltnis teilt die
x-Achse die Strecke QR?

Bestimmen Sie den Punkt T auf PR mit dem TV(PTR) = - 0,6. Ermitteln Sie den vierten
harmonischen Teilpunkt U fir die Strecke PR.

Eine Gerade k hat die Achsenabschnitte s = 2,5 auf der x-Achse und t = - 2,5 auf der
y-Achse. Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung von k mit ganzzahligen Koeffizienten.
Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von k und zeigen Sie, dal3 k zu PR parallel ist.

Berechnen Sie Seitenmitten und Schwerpunkt des Dreiecks PQR. Bilden Sie Dreieck PQR
durch Punktspiegelung am Schwerpunkt S ab auf Dreieck P'Q'R'. Zeigen Sie, dass S auch
Schwerpunkt von Dreieck P'Q'R’ ist.

Es sei r die Schragspiegelung an der Gerade g in Richtung der Gerade k. Durch r geht die
Gerade h in h* tiber. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung, eine Koordinatengleichung und
die Achsenabschnitte von h”.

Die Gerade a habe folgende Eigenschaft: Schragspiegelung an a in Richtung g bildet die x-
Achse auf die y-Achse ab. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung und eine
Koordinatengleichung fir a.
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Aufgabe 48
Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und die Gerade g... x =(3; 0; 2) + k * (0; -3; 1).
a) Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden von E.

b) Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.
Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen.
(Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen).

c) Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der Spurpunkte von
g ist. g* sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf die Ebene E. Bestimmen
Sie eine Gleichung von g~

d) Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen. Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf
g, fur den v = - 2w gilt. Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse TV(BAC), TV(CBA) und TV(ACB).

e) Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r; s; t) auf P'(r'; s'; t') ab. Die Punktspiegelung an
B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die Abbildungsgleichungen an.
Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist. Bestimmen Sie
die Verschiebungsvektoren der Translationen fir beide Verkettungsreihenfolgen.

f) Gegeben ist die Gerade h... x =(6; - 6; 7) +1* (3; 2; 0).
Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die Spurpunkte von
h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?

1 1 1
-1 1 2 1 1 )
Aufgabe 49 A=|7 -3 -4 -1 a= 1 b= 1 c= 3
1 3 7 4 B B
3 -1 1

A beschreibt eine lineare Abbildung z des R* in den R®.
a) Zeigen Sie, dass{ a, b, ¢ } einen dreidimensionalen Unterraum U des R4 aufspannen.
Ermitteln Sie die Bilder von a, b und ¢ sowie die Dimension und eine Basis von z(U).

b) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis von z(R4). Wie grol3 ist der Rang von z?
Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Kerns von z. Bestatigen Sie den
Dimensionssatz fur lineare Abbildungen.

c) Berechnen Sie z-1(1; - 5; 2).

d) Zeigen Sie, dass keiner der Basisvektoren des R3 bei z ein Urbild im R4 besitzt.

0 2 2 10 0 19 -2 4 -
Aufgabe 50 A:[6 7} B=|0 1 O C=|4 10 -2 A,:[6 . t]
0 2 4 4 -8 25 B

a) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R2 in sich. Zeigen Sie, dass A bijektiv ist.
Hinweis: Benutzen Sie die einschlagigen Satze.

b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren der durch A vermittelten Abbildung, also die Vektoren X mit
der Eigenschaft x'= A * x =t * X. (Hinweis: Dazu ist das homogene lineare Gleichungssystem
mit der Matrix A' nichttrivial zu I6sen. Beniitzen Sie ein Computerprogramm.)

Ergebnisse: t = 4 ergibt (-1; 2) und t = 3 ergibt (-2; 3).

c) Wabhlen Sie nun die beiden in b) berechneten Eigenvektoren als Basis des R? und stellen Sie
die Abbildungsmatrix beziglich dieser Basis auf.

d) Verfahren Sie mit den Matrizen B und C, die Abbildungen des R? in sich darstellen, gemaf a)
bis c). Ergebnisse: B: t=2: (1,0;0), t=4: (0;0; 1), t=1:.(15;-1,5;1)

C: t=18:(2; 1,0), t=27:(0,5;0; 1), t=9:(0; 2; 1).
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Aufgabe 51

Eine lineare Abbildung z: R3 ----> R* ist durch die Bilder der kanonischen Basisvektoren bestimmt:
z(e1) = (1;,-3;2;4), z(e2) =(5;-3;0;2), z(e3) =(-2;0; 1; 1).

Bestimmen Sie den Kern, den Rang und den Defekt der Abbildung.

Aufgabe 52
a) Zeigen Sie, dass durch ag =(2; 1; -1), ap = (1; 0; 3), agz = (-1; 2; 1) bzw. durch
b1=(1;1), b =(1;-1) je eine Basis des R* bzw. des R2 gegeben ist.

1 -2
Abbildung z: R® ----> R?.
Welche Matrix hat z beziiglich der Basen {aj, ap, a3y des R>und {b1, by des R*?
Welche Koordinaten hat der Bildvektor des Vektors (4; 1; 3) hinsichtlich der Basis {b1, b2}?

0 2 3
b) A= ( Oj beschreibt beziiglich der kanonischen Basen des R® und des R? eine lineare

Aufgabe 53
2 -1 3 4

M=|-1 6 4 9 | Die Matrix M beschreibt eine lineare Abbildung z: V ---> W.
5 -12 -2 -9

a=(3;2;1,1),b=(1,0;-2;-3),c =(-2; 5; 5; 0) sind drei Vektoren aus V.
a) Bestimmen Sie den Rang von z und die Bilder von a, b und c.

b) Welche Dimension besitzt der von a, b und ¢ aufgespannte Unterraum U und welche
Dimension besitzt sein Bild z(U)?

Aufgabe 54

A ={ay, ap, a3, a4} bzw. B = {bq, by, b3} seien Basis des R* bzw. des R®.

Durch z(a1) =-bq + 6bsy -12bg z(ap) =2bq - bo + 5bg
z(ag) =3bq + 4by - 2bg z(ag) =4bq + 9bo - 9bg

ist eine lineare Abbildung z: R* ----> R? bestimmt.

a) Ermitteln Sie die Bildvektoren zu u = (2; 3; 1; 1), v =(0; 1; -2; -3) und w = (5; -2; 5; 0).
Berechnen Sie auRerdem das Bild z(t) des Vektors t =u + 2v + w.

b) Geben Sie die Abbildungsgleichungen fir z an. Warum kann z nicht injektiv sein?

c) Ermitteln Sie Rang und Kern der Abbildung z. Geben Sie eine Basis des Kerns an.
Folgern Sie, dass z auch nicht surjektiv ist.

d) Bestimmen Sie die Menge Y aller Urbilder von y' = -15bq + 2by - 28b3 in R*.
Zeigen Sie, dass es zu z' = 11bq und damit auch zu b kein Urbild in R* gibt.

e) Es sei U dervonu, v undw aus a) aufgespannte Unterraum des R* Ermitteln Sie die
Dimensionen von U und von z(U). Was folgt hieraus tiber den Unterraum U n (Kern z)?
Geben Sie eine Basis von U n (Kern z) an.

f) Bestimmen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse die zu U gehérenden Urbilder des
Vektors y' aus d).

g) Ermitteln Sie eine Basis C ={cq, ¢, 3, C4 } des R* und eine Basis D ={d1, dp, d3 } des R®,
so dass die lineare Abbildung z beziglich dieser Basen durch eine Matrix der Gestalt

a 0 0o
M=|0 b 0 0] beschrieben wird. Welche Werte nehmen a, b und ¢ dabei an?
0 0c O
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2 -1
Aufgabe 55 a=(! %) g=[2 O ) ¢z 0| D L =2
u = = = =
2 - 3 -2 6 3 4 3 4 0

Berechnen Sie A*B, B*A, C*D und D * C. (Kontrolle mit Computerprogramm!).

Aufgabe 56
Es sei M eine n-n-Matrix, x und x' Vektoren eines Vektorraumes KN tiber einem Korper K.
Die Gleichung x' =M * x l&sst zwei verschiedene Deutungen zu:

1.

Der Vektor x' ist das Bild von x bei einer linearen Abbildung von KN in sich.
x und x' sind also verschiedene Vektoren (i. Allg. beziglich derselben Basis).

Ein und derselbe Vektor wird bezlglich zweier verschiedener Basen A und B
dargestellt durch die beiden Koordinatenvektoren x und x'.

x und x' beschreiben also denselben Vektor nur beztiglich verschiedener Basen.
Die Gleichung x' =M * x beschreibt also eine Basistransformation.

111
011 2 2 2 1 5

. 1 1 1
Gegebensind M=|1 0 1| N= 3 3 32 v=|2| und w' =4
110 101 1 3), 3)s

2 2 2

b)

c)

d)

f)

9)

X' =M * x beschreibt den Ubergang von der kanonischen Basis A zu einer Basis B im R3.
Stellen Sie den Vektor v (gegeben in der kanonischen Basis A) in der neuen Basis B dar.
Stellen Sie ebenso die kanonischen Basisvektoren in der neuen Basis B dar.

Welche Bedeutung haben die Spalten von M?

Welche Koordinaten beztiglich der alten Basis A haben die Basisvektoren b1 = (1; 0; O)g,

bo =(0; 1; 0)g und b3z = (0; 0; 1)g der neuen Basis B?

Zeigen Sie, dass N die zu M inverse Matrix ist. Daher gilt: x = N * x'.

Vergleichen Sie die Spalten von N mit den Ergebnissen in b). Welche Koordinaten beztglich A
hat der Vektor w' = (5; 4; 3)g?

Stellen Sie den Vektor s = (2; 0; 1) dar bezuglich B, indem Sie die Darstellung direkt
berechnen. Vergleichen Sie mit M * s.

Welche Bedingung muss eine n-n-Matrix erfillen, damit sie eine Basistransformation
beschreiben kann? (Hinweis: Die urspringlichen Basisvektoren missen selbstverstandlich
auch in der neuen Basis lu sein!). Welche der folgenden Matrizen beschreiben
Basistransformationen? Bestimmen Sie dazu jeweils den Spaltenrang.

1 2 3 1 2 3 010 L 3 5
F=|1 1 1| 6=|1 1 1| H=|1 0 0] K= L= -
o33
0 0 1 4 5 6 0 0 1

Begriinden Sie nun den folgenden Satz:

Die m-n-Matrizen D und E beschreiben genau dann dieselbe lineare Abbildung des KN in den
KM, wenn es regulare (= invertierbare) Matrizen S (m-m-Matrix) und T (n-n-Matrix) gibt, so
dass E=S*D*Tistbzw. D = S-1*E * T-1 gilt.

Wenden Sie den Satz aus f) auf folgendes Beispiel an und berechnen Sie die Matrix E.

2 2 4
D= (6 5 11} S=Lause)und T =N aus a). Von welcher einfachen Art ist also die durch

D vermittelte Abbildung?
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Aufgabe 57

Zeigen Sie, dass die folgenden drei Geraden im R2 ein Dreieck bilden und bestimmen Sie die
Dreiecksecken: g..x+3y=5 h..3x+2y=8 i..2x-2y=-6.
Ergebnis: P(2; 1), Q(-1;2), R(2/5;17/5).

Aufgabe 58

Bestimmen Sie alle gemeinsamen Punkte der folgenden vier Ebenen des R3. Zeigen Sie, dass die
Ebenen einem Ebenenblischel (alle Ebenen durch eine gemeinsame Gerade als Achse)
angehdren und bestimmen Sie die Blschelgerade.

E..x+4y-2z=3 F..3x+2y=1 G..4x+y+z=0 H..3x-8y+6z=-7
Ergebnis: Achse a... x = (-1/5; 4/5; 0) +t * (-2; 3; 5)
Aufgabe 59
Bestimmen Sie zu folgenden Matrizen jeweils die Inversen:
1 3 -1 4
0 21 1 05 0 1 0 -1
2 5 -1 3
A=|-2 -4 2| B=|-05 0,25 05| C=|3 1 3| D=
0 4 3 1
1 2 0 0 05 1 1 2 2
-3 1 5 -2
Aufgabe 60

a) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der untenstehenden
Koeffizientenmatrix A. Ergebnis: x =t * (1; -2; 3; 2).

b) Ldsen Sie die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit den untenstehenden erweiterten
Matrizen B und C.

Ergebnisse: B..x =(2; -3; 5). C.x=(3;0;-3;0)+r*(-3;1;0; 0) +t*(5; 0; 2; 1).
7 -1 0 | 17 1 3 4 3 1 9
1 1 1 1
3 0 11 1 3 9 -2 111 -3
A=-1 1 1 0| B= C=
4 -1 0 | 11 4 12 6 -8 | 6
1 0 -1 1
10 0 1 I 25 2 6 2 -14 1 -12

2 0 1 -1
7 3 1 5
4 -6 -11 -1
4 -6 -1 -5

Die vorstehende Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R* in sich und zwar beziiglich der

kanonischen Basis.

a) Bestimmen Sie den Bildraum der linearen Abbildung sowie eine zugehdrige Basis.

b) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung sowie die Urbilder der folgenden Vektoren:
a=(1;1;1;1); b=(4;-14;-8;8); c=(1;0;0;0); d=(2;2;-22;-14).

c) Bestatigen Sie den Dimensionssatz fir lineare Abbildungen.

Aufgabe 61 A=

Aufgabe 62

Im R* wird durch die Vektoren a1=(2,-1;3;5), ax=(5;-2;5;8), az=(-5;3;-8;-13)
ein Unterraum U und durch bq = (4; 1; -2; -4), bo =(-7; 2; -6;-9), b3 =(3; 0; 0; -1)

ein Unterraum V aufgespannt. Berechnen Sie eine Basis des Durchschnitts von U und V.
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Aufgabe 8:
>At:= matrix(3,3,[1,1,-1,2,3,2,1,2,3]);
1 1 -1
At:=|12 3 t
1 t 3
> gausselim(At);
11 -1
01 2+t
0 0 6-t—t2

Furt=2und t = -3 ist die Matrix At demnach singuldr.
> b:=vector(3,[1,3,2]);
b:=[1,3,2]

> linsolve(At,b);



1 1
[1’t+3’t+3}

>A2:=matrix(3,3,[1,1,-1,2,3,2,1,2,3]);

1 1 -1
A2:=|12 3 2
1 2 3

> linsolve(A2,b);
[5_t,1-4_t, t]

>A3:=matrix(3,3,[1,1,-1,2,3,-3,1,-3,3]);

1 1 41
A3:=12 3 -3
1 -3 3

> linsolve(A3,b);

Futt = -3 ist also die Gleichung unlésbar.

Man erkennt dass im Allgemeinfall und fiir t = -3 keine Losung mit x3 = 0 existiert, sondrn nur im
Fall t = 2. Dann hat man (5; 1; 0).

Die Lésungen LO und L1 erkennt man am Allgemeinfall. Der ist jeweils eindeutig, d. h. die
homogene Gleichung nur trivial l6sbar.

Die Losung L2 erkennt man am Fall fur A2. Dort ist die homogene Losung einparametrig r * (5; -4;
1).
Man hat also folgende Falle: t =-3: keine LOsung; t = 2: einparametrige Losung; sonst: eindeutig.
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Blatt 4
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Aufgabe 20:
>Az=matrix(2,3,[2,1,4,2,2,4]);

A= 2 1 4
12 2 4
Die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren.

>u:=vector(3,[3,1,0]); v:=vector(3,[6,2,1]);
u:=[3,1,0]

v:=[6,2,1]

>multiply(A,u); multiply(A,v);
[7.8]

[18,20]



> kernel(A);
{['21 01 1]}

Die Urbilder von b bzw. ¢ sind die Kernnebenklassen von u bzw. v.

Die Abbildung ist linear, weil fir die Matrizenmultiplikation das Distributivgesetz gilt
(Matrizenring).

Das Bild des Vektors (1; 1; 1) erhalt man durch die Zeilensummen von A: (7; 8).

Blatt 6

Alle Aufgaben enthalten einfache Beweise zum Nachrechnen und Anwenden der Gesetze eines
Kdrpers bzw. eines Vektorraumes tber einem Kdrper und von linearen Abbildungen zwischen
Vektorrdumen.
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Aufgabe 1

, , . _ _ 3/5 4/5 -2
Durch die Gleichung x" = A *x + ¢ mit Matrix A = und Vektor ¢ =

4/5 -3/5 4
wird eine affine Punktabbildung des R2 in sich definiert.
a) Berechnen Sie die Bilder der Punkte A(1; 0); B(0; 1); C(1; 1); D(0; 0); E(-5; 0).
Fertigen Sie eine Zeichnung an und tragen Sie lhre Ergebnisse ein.

b) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung.

c) Die zur obigen Punktabbildung gehérige Vektorabbildung wird durch die homogene
Transformation x” = A * x beschrieben. Berechnen Sie den Kern der Abbildung.

d) Bestimmen Sie die Eigenvektoren dieser Vektorabbildung. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis
in b). Welche geometrischen Schliisse kbnnen Sie Uber die Art der Abbildung aus ihren
Ergebnissen ziehen?

e) Bestimmen Sie eine Normalform der angegebenen Punktabbildung durch Wabhl eines
problemangepassten Koordinatensystems. Gehen Sie dazu in zwei Schritten vor:

1. Wahl eines Fixpunkts als neuen Koordinatenursprung.
2. Wahl der erhaltenen Eigenvektoren als neue Basisvektoren.
f)  Von welcher einfachen Form wird die Abbildungsmatrix im neuen Koordinatensystem?

1 1 1
-1 1 2 1 1 )
Aufgabe 2 A=|7 -3 -4 -1 a= 1 b= L c= 3
-1 3 7 4 - B
3 -1 1

A beschreibt eine lineare Abbildung z des R* in den R®.

a) Ermitteln Sie die Bilder von a, b und ¢ sowie die Dimension und eine Basis von z(U).
b) Bestimmen Sie den Kern der durch A vermittelten Abbildung.

c) Berechnen Sie das Urbild des Vektors (1; -5; 2).

d) Zeigen Sie, dass keiner der Basisvektoren des R3 bei z ein Urbild im R* besitzt.

e) Warum ist die Frage nach Eigenvektoren in diesem Fall nicht sinnvoll?

0 2 10 0 19 -2 4 C
Aufgabe 3 A=(6 7} B=|0 1 0| C=|4 10 -2 A’=(6 , J
0 2 4 4 -8 25 B

a) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R? in sich. Zeigen Sie, dass A bijektiv ist.
Hinweis: Benutzen Sie die einschlagigen Satze.

b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren der durch A vermittelten Abbildung, also die Vektoren x mit
der Eigenschaft x' = A*x =t * x. (Hinweis: Dazu ist das homogene lineare Gleichungssystem
mit der Matrix A' nichttrivial zu I6sen. Benitzen Sie ein Computerprogramm.)

c) Ergebnisse: t=4 ergibt (-1; 2) und t = 3 ergibt (-2; 3).

d) Wabhlen Sie nun die beiden in b) berechneten Eigenvektoren als Basis des R? und stellen Sie
die Abbildungsmatrix bezlglich dieser Basis auf.

e) Verfahren Sie mit den Matrizen B und C, die Abbildungen des R3 in sich darstellen, gemalf a)
bis c).

f) Ergebnisse: B: t=2: (1;0;0), t=4: (0;0; 1),

C: t=18:(2; 1;0), t=27:(0,5;0; 1),

1.(15;-15;1)
9: (0; 2; 1).
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2 -1

1 3 2 0 -4 1 -2 -5
Aufgabe 4 A= B = C=|1 O D 3 4 0
-3 4

2 - 3 -2 6
Berechnen Sie A*B, B*A, C*D und D * C. (Kontrolle mit Computerprogramm!).

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass die folgenden drei Geraden im R2 ein Dreieck bilden und bestimmen Sie die
Dreiecksecken: g..x+3y=5 h..3x+2y=8 i...2x-2y=-6.
Ergebnis: P(2; 1), Q(-1;2), R(2/5;17/5).

Aufgabe 6

Bestimmen Sie alle gemeinsamen Punkte der folgenden vier Ebenen des R3. Zeigen Sie, dass die
Ebenen einem Ebenenbiischel (alle Ebenen durch eine gemeinsame Gerade als Achse)
angehdren und bestimmen Sie die Blschelgerade.

E..x+4y-2z=3 F..3x+2y=1 G..4x+y+z=0 H..3x-8y+6z=-7
Ergebnis: Achse a... x = (-1/5; 4/5; 0) + t * (-2; 3; 5)
Aufgabe 7
Bestimmen Sie zu folgenden Matrizen jeweils die Inversen:
3 -1 4
0 -2 1 1 -05 O 1 0 -1 5 1
A=|-2 -4 2| B=|-05 0,25 05| C=|3 -3| D= 4 -3
1 2 0 0 05 1 1 2 2
31 -5 =2
Aufgabe 8

a) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der untenstehenden
Koeffizientenmatrix A. Ergebnis: x =t * (1, -2; 3; 2).

b) Losen Sie die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit den untenstehenden erweiterten
Matrizen B und C.

Ergebnisse: B..x =(2; -3; 5). C.x=(3;0;-3;0)+r*(-3;1;0; 0) +t*(5; 0; 2; 1).
7 -1 0 | 17 1 3 4 3 1 9
1 1 1 1
3 0 11 1 3 9 -2 111 -3
A=(-1 1 1 0| B= C=
4 -1 0 | 11 4 12 6 -8 | 6
1 0 -1 1
10 0 1 I 25 2 6 2 -14 1 -12
Aufgabe 6

Gegeben sind die drei linearen Gleichungssysteme (1), (II) und (111) mit derselben
Koeffizientenmatrix A:

X1 +3X2 + X3 =0 =1 =1
2X1 + 2X2 + X3 =0 =1 =1
4xo + tx3 =0 =2 =1

(1 (1) (11
a) Losen Sie die drei Gleichungssysteme durch elementare Umformungen in einem Arbeitsgang.
Ermitteln Sie die Losungsmenge von (I) in Abh&ngigkeit von t.

b) Fudr welche t besitzen (1) bzw. (lll) Losungen, fur welche sogar eindeutige?
Fur welche t sind (II) bzw. (Ill) unlésbar?

c) Bestimmen Sie die Losungsmengen von (ll) und (Ill) in Abh&angigkeit von t.
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Aufgabe 10

2x1 - 3X2 +  5X3 =t+3 =t-3
10xq +4xo - 13x3 = 4 = 4
14x1 - 2Xp + (t-5)xg= -2 = 2

0] (I

a) Formen Sie die Koeffizientenmatrix und beide rechte Spalten | und Il in einem Arbeitsgang in
Dreiecksform (Staffelform) um. Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix?

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge der beiden Systeme fir t = 0.
c) Ermitteln Sie alle Losungen der beiden Systeme, fiir welche x3 =0 ist.

d) Fur welchen Wert t1 von t besitzt das homogene System einen eindimensionalen
Ldsungsraum? Bestimmen Sie diesen Losungsraum.
Beschreiben Sie den Lésungsraum des homogenen Systems fir t = tq.

e) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Wert t; von t, fir den das System (1) keine Losung besitzt.
Geben Sie t, an. Wie viele Losungen besitzt das System (I) im Falle t = t,?

f) Bestimmen Sie fir t = 2 die Losungsmenge des Systems (l1).
Ermitteln Sie die allgemeine Losung von () fur t = 2.

Aufgabe 11

Gegeben ist das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem (*) mit dem reellen Parameter t:

X + y - z = 1
2X + 3y + tz = 3
X + ty + 3z = 2

Es sei L die Losungsmenge dieses inhomogenen Gleichungssystems und H¢ die Losungsmenge
des zugehdrigen homogenen Systems.

a) Ermitteln Sie die Losungsmengen Lp, L1 und Ly zu den Parametern t=0, t=1und t=2.
Was folgt hieraus jeweils fir die Losungsmengen Hp, Hq und Ho?

b) Ermitteln Sie diejenigen Werte t* von t, fur welche das homogene System zu (*) nicht nur die
triviale Losung besitzt. .
Bestimmen Sie die zu diesen Werten t° gehorenden Losungsmengen Hix .

c) Fir welche Werte t besitzt das gegebene inhomogene Gleichungssystem (*)
(1) genau eine Lésung,
(2) mehr als eine Lésung,
(3) keine L6sung ?
Zur Begriindung kénnen bisherige Resultate herangezogen werden.
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Aufgabe 12
Gegeben sind zwei Vektoren a und b.

a) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektorena+b,b +a,a-b,b -a.
b) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektoren 2a + 3b, 2a - 3b, 3b + 2a, 3b - 2a.
c) Bestimmen Sie die Vektoren aus a) und b) in Koordinaten mit a=(aq, ap) und b=(bq, by).

Aufgabe 13

Beweisen Sie vektoriell den Satz von der Mittelparallelen im Dreieck:

Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten ist parallel zur dritten Seite und halb so lang wie
diese.

Aufgabe 14

Ein Parallelogramm OACB wird durch die Vektoren OA =aund OB =b aufgespannt.
M1 bis My sind die Mitten der Seiten OA, AC, CB, BO. M ist Schnittpunkt der Diagonalen.
a) Dricken Sie die Vektoren AB, OC und OM; durch a und b aus.

b) Beweisen Sie, dass M beide Diagonalen halbiert.

c) Zeigen Sie, dass die Schnittpunkte von OM, und OM; mit der Diagonale AB diese in drei
gleiche Teile teilen.

Aufgabe 15

Beweisen Sie vektoriell den Satz von den Seitenhalbierenden im Dreieck:

Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S. Dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhéltnis 2:1.

Aufgabe 16

Eine Strecke AB ist durch die Ortsvektoren a und b ihrer Endpunkte A und B gegeben.

T ist ein Punkt der Strecke AB und teilt diese im Verhaltnis x : y.

a) Driucken Sie den Ortsvektor t = OT durch a und b aus.

b) Ersetzen Sie x : y durch k.

c) Zeichnen Sie fur k =1/2, 3/4, 1, 2, 4, -4, -2, -3/2, -5/4, -1/4, -1/2, -3/4.

d) Rechnen Sie in Koordinaten mit A(0; 0) und B(6; 0).

e) Wie andert sich k, wenn sich T von rechts bzw. von links an A bzw. an B annahert?

f) Zeigen Sie: Erhalt man mit k den Teilpunkt T, so erhalt man mit -k den vierten harmonischen
Punkt Szu A, Bund T.

g) Zeigen Sie: Teilen S und T die Punkte A, B harmonisch, so teilen auch A und B die Punkte S
und T harmonisch.

Aufgabe 17

Zeigen Sie vektoriell: Die Seitenmitten jedes beliebigen (auch nicht ebenen !) Vierecks bilden ein
Parallelogramm. Der Mittelpunkt des Mittenparallelogramms ist gleichzeitig Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke der Diagonalenmitten.

Aufgabe 18

Zeigen Sie fur ein Tetraeder:

a) Die "Schwerlinien" (das sind die Verbindungen von einer Ecke zum Schwerpunkt der
gegenuberliegenden Seitenflache) schneiden sich in einem Punkt. Dieser teilt die Schwerlinien
im Verhaltnis 3:1.

b) Die drei "Mittellinien" ( das sind die Verbindungslinien von Gegenkantenmitten ) halbieren sich
gegenseitig.
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Aufgabe 19
Beweisen Sie den Satz von Ceva:

Sind AA', BB' und CC' kopunktale (!) Ecktransversalen im Dreieck ABC,
so gilt: TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = 1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese. Beweisidee?

Aufgabe 20
Beweisen Sie den Satz von Menelaos:

Sind A", B' und C' drei kollineare (1) Punkte auf den drei Seitengeraden
des Dreiecks ABC, so gilt:

TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = -1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese.
Beweisidee?

Aufgabe 21
Beweisen Sie den Satz vom vollstdndigen Vierseit:

Auf jeder Diagonalen werden die Ecken des Vierseits durch die
beiden Diagonalpunkte harmonisch getrennt:

Also z. B. TV(APC) = - TV(ARC) usf.
Hinweis: Benutzen Sie Ceva und Menelaos zum Beweis.

Aufgabe 22

Das Funfeck ABCDE mit A(7; 4; 0), B(3; 4; 0), C(3; 4, 2), D(5; 4; 4,5) und E(7; 4; 2) ist Grundflache
eines Prismas, dessen Kanten parallel zur y-Achse verlaufen. Die Ebene (E) enthalt die Punkte A,
B und G(5; 1, 4,5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Prismenkanten mit der Ebene (E).

Zeichnen Sie ein Schragbild (a = 45°; k = 0,5). Deuten Sie die Figur als Bild einer Dachgaube.

Aufgabe 23

Die Gerade g enthalt die Punkte A(2; 1; 3) und B(2; 0; 4), die Gerade h die Punkte C(2; 1; 7) und
D(4; 0; 7). Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

Welche Ebene (E) enthalt die Gerade g und den Punkt P(8; 8; 5)?

Welche Gerade t durch P trifft sowohl die Gerade g als auch die Gerade h?

Ermitteln Sie die zugehoérigen Schnittpunkte G und H.

Aufgabe 24

Die Ebene (E) geht durch die Punkte A(-5; 1; -2), B(-4; 3; -2) und C(-5; 3; -1).

Die Gerade g enthalt die Punkte D(1; -3; 1) und E(3; -4; 4), h die Punkte F(2; -5; 3) und G(4; 3; 5)
und k die Punkte H(-6; -3; -3) und K(-1; 3; -5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Ebene (E) mit den Geraden g, h und k.

Aufgabe 25

Die Gerade g geht durch A(5; -10; 6) und B(5; -5; 4). Fir a e R ist Dy(a + 3; 10; 2) gegeben.

Die Gerade h, geht durch C(3; 0; -2) und D,. Fur welche a schneiden sich g und h,, flr welche a
sind g und h, parallel?

Zeigen Sie: Alle D, liegen auf einer Gerade und alle Geraden h, liegen in einer Ebene.
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Aufgabe 26

a)

Gegeben sind A(-3; 5) und B(3; -4). Bestimmen Sie die Teilpunkte fur die Teilverhaltnisse
TV(ATB) = 0,5 bzw. TV(ASB) = - 0,75. Kontrollergebnisse: T(-1; 2), S(-21; 32).

b) Gegeben sind die kollinearen Punkte A(3; -5), B(-1; 0) und C(0,6; -2). Bestimmen Sie den
vierten harmonischen Punkt D, so dass AB und CD harmonisch liegen, also TV(ACB) = —
TV(ADB) gilt.

Zeigen Sie, dass dann auch gilt: TV(CAD) = — TV(CBD). Kontrollergebnis: D(-9; 10).

c) Gegeben A(1; 1,6) und T(5; 4). Gesucht B, so dass TV(ATB)=0,4.

Kontrollergebnis: B(15; 10).

d) Man teile die Strecke AB mit A(-9; 15; -2) und B(-12; -6; 4) in drei gleiche Teile.
Kontrollergebnis: P(-11; 1; 2), Q(-10; 8; 0).

Aufgabe 27

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(0; 0), B(7; 0) und C(4,5; 6) in einem kartesischen
Koordinatensystem. Kontrollzeichnung flihren!
Kontrollergebnisse: T(15/4; 0), R(168/29; 84/29), S(7/3; 28/9), J(4; 2).

a) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks.

b) Berechnen Sie den Teilpunkt T auf AB fir das TV(ATB) = k = 15/13.

c) Zeigen Sie: T liegt auf der Winkelhalbierenden von c.

d) Berechnen Sie den Schnittpunkt R der Winkelhalbierenden von a mit BC.
In welchem Verhaltnis v teilt R die Strecke BC?

e) Berechnen Sie den Schnittpunkt J von AR mit CT.

f) Berechnen Sie den Schnittpunkt S von AC mit BJ. In welchem Verhéltnis m = TV(CSA) teilt S
die Strecke CA?

g) Zeigen Sie, dass BS Winkelhalbierende von b ist.

h) Bestatigen Sie am vorliegenden Beispiel folgende Satze:

i) Satz von Ceva: Drei Ecktransversalen AR, BS und CT eines Dreiecks ABC sind genau dann
kopunktal, wenn gilt: TV(ATB) * TV(BRC) * TV(CSA) = 1.

j) Satz von der Winkelhalbierenden: Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite
im Verhaltnis der anliegenden Seiten.

k) Satz von der Inkreismitte: Die Winkelhalbierenden im Dreieck sind kopunktal. Ihr Schnittpunkt
ist die Inkreismitte.

I) Inwelchem Verhaltnis teilt J die Strecken AR, BS und CT?
Kontrollergebnisse: T(15/4; 0), R(168/29; 84/29), S(7/3; 28/9), J(4; 2).

Aufgabe 28

Beweisen Sie folgende Satze Uber Lineare Abh&ngigkeit von Vektoren:

a) Enthalt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, so ist sie sicher linear abh&ngig.

b) Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhangig, so gibt es mindestens einen
Vektor in der Menge, der sich aus den ubrigen linear kombinieren lasst.

c) Jede Obermenge einer linear abhangigen Menge von Vektoren ist linear abhangig.

d) Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge von Vektoren ist linear unabhangig.

e) Istb eine Linearkombination der Vektoren aq, ap, ... ,ap, so ist die Menge {a1, ap, ... ,ap, b}
linear abhéngig.

f) Istdie Menge {a1, ap, ..., ap} linear unabhangig und {aq, ay, ..., ap, b} linear abhangig, so
lasst sich b linear aus den aj kombinieren.

g) Ist{ay, ap, ..., ap} linear unabhéngig und b keine Linearkombination der aj, so ist die Menge

{a1, ap, ..., ap, b} ebenfalls linear unabhangig.
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Aufgabe 29
Gegeben sind die Punkte P(-1; 3), Q(1; -1) und R(1; 5) in einem Parallelkoordinatensystem.
Fuhren Sie eine Kontrollzeichnung neben Ihrer Rechnung.

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Gerade PQ (Parameterdarstellung und Koordinaten-
gleichung). Ermitteln Sie die Schnittpunkte X und Y von g mit den Koordinatenachsen. In
welchem Verhéltnis teilen X bzw. Y die Strecke PQ?

b) Geben Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung von h = QR an.
Beschreiben Sie die besondere Lage von h. Wie und in welchem Verhaltnis teilt die
x-Achse die Strecke QR?

c) Bestimmen Sie den Punkt T auf PR mit dem TV(PTR) = - 0,6. Ermitteln Sie den vierten
harmonischen Teilpunkt U flr die Strecke PR.

d) Eine Gerade k hat die Achsenabschnitte s = 2,5 auf der x-Achse und t = - 2,5 auf der
y-Achse. Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung von k mit ganzzahligen Koeffizienten.
Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von k und zeigen Sie, daf? k zu PR parallel ist.

e) Berechnen Sie Seitenmitten und Schwerpunkt des Dreiecks PQR. Bilden Sie Dreieck PQR
durch Punktspiegelung am Schwerpunkt S ab auf Dreieck P'Q'R'. Zeigen Sie, dass S auch
Schwerpunkt von Dreieck P'Q'R" ist.

f)  Es seir die Schragspiegelung an der Gerade g in Richtung der Gerade k. Durch r geht die
Gerade h in h” tiber. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung, eine Koordinatengleichung und
die Achsenabschnitte von h*.

g) Die Gerade a habe folgende Eigenschaft: Schragspiegelung an a in Richtung g bildet die x-
Achse auf die y-Achse ab. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung und eine
Koordinatengleichung fir a.

Aufgabe 30

Fur drei kollineare Punkte A, T, B ist das Teilverhaltnis k = TV(ATB) definiert durch die Beziehung
AT =k*TB.

a) Dricken Sie den Ortsvektor t mit Hilfe der Ortsvektoren a und b aus.

b) Zeigen Sie: Je nachdem, ob T innerhalb oder auRerhalb der Strecke AB liegt, ist k > 0 oder
k<O.FirT=Aistk=0undfur T ---> B geht k ---> oc.

c) Sind A(0O; 0), T(t; 0) und B(1; 0) gegeben, so gilt k = t/(1 — t). Zeigen Sie dies. Zeichnen Sie ein
Schaubild der Funktion t ---> k im Bereich -3 <t < +5 mit LE = 2cm.

d) Vertauscht man A mit B, so geht das Teilverhltnis tiber in den Kehrwert.
Es qgilt also: TV(ATB) * TV(BTA)=1. Zeigen Sie dies.

e) Zeigen Sie, dass bei zyklischer Vertauschung der drei Punkte das Teilverhaltnis tibergeht in
den Wert —-1/(1+k), also TV(TBA) = — 1/(1+k).

f) Berechnen Sie aus TV(ATB) = k nach d) und e) die Teilverhaltnisse fur samtliche 6
Permutationen von A, B und T.

g) Nun sei AT =x* AB. (x ist also der Anteil von AT an AB ). Driicken Sie k durch x und
umgekehrt x durch k aus. Ergebnis: k = x/(1-x) und  x = k/(1+k)

Aufgabe 31* (schwierige Aufgabe)

Ein vollstandiges Vierseit besteht aus 4 Geraden einer Ebene, die sich in 6 Punkten schneiden.
Verbindet man je zwei dieser Punkte, so erhalt man 3 neue Geraden, die so genannten
"Diagonalen” des vollstdndigen Vierseits.

Beweisen Sie, dass die Mittelpunkte der Diagonalen auf einer geraden Linie liegen.
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Gegeben sei der Kérper (R, +, *) der reellen Zahlen mit den Kdrpereigenschaften:

K1: (R, +) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement O.
K2:  (RY{0}, *)isteine komm. Gruppe mit Neutralelement 1.
K3: Es qilt das Distributivgesetz: a*(b+c)=a*b+a*c.
Ein Vektorraum (V, #, ¢) Uber dem Korper (R, +, *) mit nichtleerer Menge V von Vektoren ist
ein Gebilde mit folgenden Axiomen:
V1 (V, #) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement 0 (Vektormodul)
V2: e isteine Abbildung von R xV in V mit folgenden Eigenschaften (S-Multiplikation):

S1: re(sev)=(r *s)ev S2: (rts)ev=(rev)#(sev)
S3: re(v#w)=(rev)#(rew) S4. lev=y
Aufgabe 32

a) Beweisen Sie das Untergruppenkriterium:
Eine nichtleere Teilmenge T einer Gruppe (G, *) ist bereits dann Untergruppe, wenn gilt:

U1:T ist abgeschlossen, d. h. mitaund b istauch a*b inT.

U2:T enthalt mit jedem Element a auch das Inverse al zua
b) Zeigen Sie, dass fir endliche Teilmengen T bereits die Forderung U1 allein genlgt.
c) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium:

Eine nichtleere Teilmenge W eines reellen Vektorraums (V, #, ) ist bereits dann ein
Untervektorraum, wenn folgende Bedingungen erfllt sind:

UVR1: W ist abgeschlossen bez. der Vektoraddition #.

UVR2: W ist abgeschlossen bez. der S-Multiplikation,
d. h. mit vaus W giltauch rev aus W fir jede reelle Zahl r.

d) Beweisen Sie, dass fir jeden Vektorraum gilt:

(1) Oea=0 fur beliebige Vektoren a
(2)re0=0 fur beliebige reelle Zahlen r
(3) (~r)ea=— (rea) fir beliebige reelle Zahlen r und Vektoren a
(4) Aus rea=0 folgt r=0 oder a=0.
Aufgabe 33

Beweisen Sie folgende Satze Giber homogene lineare Gleichungen bzw. Gleichungssysteme:

a) Ist x ein Lo6sungsvektor, so auch rex fiir beliebiges reelles r.

b) Sind x und y Ldsungsvektoren, so auch x #y und sogar (r e x) # (s e y) fur beliebige r, s.
c) Die Losungsvektoren eines homogenen LGS bilden einen Vektorraum (24c) verwenden!).

Aufgabe 34

Eine Abbildung f eines Vektorraums V in einen Vektorraum W heif3t linear, wenn gilt:

f(x #y)=1f(x) #f(y) und f(r*x) =r*f(x) fur beliebige Vektoren x,y und Zahlenr.
a) Zeigen Sie: f(0)=0 f(-x) = - f(x)

b) Zeigen Sie: f((r*a) # (s *b)) =(r*f(a)) # (s * f(b)).

In Worten: Bild einer Linearkombination = Linearkombination der Bilder.

c) Zeigen Sie: Die Menge aller Vektoren k aus V, fur die gilt f(k) =0 bilden einen
Untervektorraum U von V (24c) verwenden!). Dieser heil3t der Kern von f.
Ist k ein Kernvektor so gilt: f(x # k) = f(x).

d) Gilt f(x) =f(y) so unterscheiden sich x und y nur durch einen Kernvektor, es gilt also
x -y =k wobei k ein Kernvektor ist.

e) Die Klassen bildgleicher Elemente unter f sind genau die Nebenklassen des Kerns.
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Aufgabe 35
Zeigen Sie fir beliebige Vektorrdume:

a) k*a =0 gilt genau dann, wenn k = 0 oder a = 0.
b) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium.
c) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Untervektorraume ist ein Vektorraum.

d) In einem n-dimensionalen Vektorraum ist jedes linear unabhangige System von n Vektoren
eine Basis.

e) Sind U; und U, zwei Teilrdume so ist die Vereinigung von U; und U, genau dann wieder ein
Teilraum, wenn U; Teilmenge von U, oder U, Teilmenge von U; ist.

Aufgabe 36
Sind folgende Mengen lineare TeilrAume des R3?

a)A:{(Xl,Xz,Xg)l 2X1-2X2+X3:0} b)B:{(Xl,Xz,X3)| 2X1-2X2-2X3:1}

Aufgabe 37
a) Kombinieren Sie b = (0; 4; -2) linear aus aj = (1; 0; 0), ap = (1; 2; 0) und az = (0; 1; -1).
b) Istbq=(3;-1; 1) bzw. b = (-1; 1, 0) linear abhangig von a1 = (1; 1; 1) und ap = (0; 2; 1)?

Aufgabe 38

Im R3 sind folgende Mengen gegeben:

U, ={(1; 3; 0), (-2; 1; 2)}, U, ={(3;5; 2), (1; 1; 1), (3; 6; 1,5)},
Us={(3:5;2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}, Us={(3;5; 2), (1, 1; 1), (3; 6; 2), (8; 13; 6)}.

a) Welche dieser Mengen sind linear unabhangig, welche bilden eine Basis des R3?
b) Bestimmen Sie jeweils den Rang und eine Basis der von den Mengen aufgespannten Raume.

c) Geben Sie ein System von n+1 Vektoren des K" an, von denen je n linear unabhéngig sind. K
sei dabei ein beliebiger Korper.

Aufgabe 39

a) Zeigen Sie, dass U ={(3; 5; 2), (1; 1; -1), (2; 4; 1)} eine Basis des R3 ist.

b) Ersetzen Sie nach dem Austauschsatz von Steinitz zwei Vektoren in U durch die Vektoren
b1=(1;,3;0)und by =(-2; 1; 2).

Aufgabe 40
Stellen Sie den Vektor b = (1; 3; 0) des R® beziglich der beiden Basissysteme U1 und Uy dar:
U ={(1;0;0), (1; 1; 0), (1; 1; 1)} und Up ={(3; 5; 2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}.

Aufgabe 41

A={(1;3;-2;4), (-1;-1; 5;-9), (2; 0; -13; 23), (1; 5; 1; -2)}

B={(2;3;-1;0),(-4,50; 1), (6-2;2;-2), (-2;8;1;3)}

a) Stellen Sie die Vektoren jeweils als Zeilenvektoren einer Matrix dar.

b) Berechnen Sie jeweils den Zeilenrang und eine Basis flr den von den Zeilenvektoren
aufgespannten Unterraum.

c) Berechnen Sie jeweils den Spaltenrang und eine Basis fiir den von den Spaltenvektoren
aufgespannten Unterraum.

Aufgabe 42
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des von folgenden Vektoren aufgespannten
Unterraumes des R>: (1; 1; 0; 1; 1), (0; 0; 1; 1; 0), (0; 1; 0; 0; 0),.(1; 0; 0; 1; 1),.(1; 0; 1; 0; 1).
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Aufgabe 43 A= (2 L 4]

2 2 4
Die Gleichung A * x =y mit gegebener Matrix A vom Typ (m, n) = (2, 3) und Vektoren x aus R"
bzw. y aus R™ kann man interpretieren als Abbildung f, die jedem Vektor x aus R" einen Vektor y
aus R™ zuordnet.
Die Losungenvon A *x =0 bzw. A *x =b ergeben dann die vollstandigen Urbilder des
Nullvektors (das ist der Kern der genannten Abbildung) bzw. des Vektors b.

a) Bestimmen Sie fur die gegebene Matrix A die Bilder der Einheitsvektoren eq = (1; 0; 0),
e2=(0;1;,0) und e3z=(0; 0; 1) sowie der Vektoren u =(3;1;0) und v = (6; 2; 1).

b) Bestimmen Sie den Kern der durch A vermittelten Abbildung f, also die L6sung des
homogenen linearen Gleichungssystems A * x = 0.

c) Bestimmen Sie die vollstdndigen Urbilder der Bildvektoren b = (7; 8) und ¢ = (18; 20).
Zeigen Sie, dass es sich jeweils um eine Nebenklasse des Kerns handelt.

d) Beweisen Sie, dass die obige Abbildung f linear ist, dass also gilt:
f(x +y) =f(x) +f(y) und f(k*x)=Kk*f(x).
Was ist demnach das Bild des Vektors w(1; 1; 1)?

2 21
Aufgabe 44 A=|1 3 1
0 4 t

a) Bestimmen Sie den Kern sowie die Urbilder der Vektoren b = (1; 1; 2) und ¢ =(1; 1; 1) bei
der durch die Matrix A gegebenen linearen Abbildung in Abhangigkeit vom Parameter t.

b) Bestimmen Sie die Bilder der Einheitsvektoren bei der gegebenen Abbildung.
Ergebnisse:t = 1: Kernist s * (-1; -1; 4); b besitzt kein Urbild; Urbild von c ist (1/4; 1/4; 0) + Kern.
t= 1: Kern ist O; Urbilder eindeutig: 1/(4t-4) * (t - 2; t — 2; 4) bzw. (1/4; 1/4; 0).

Aufgabe 45
Es sei f eine lineare Abbildung von V in W. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Das Bild des Nullvektors aus V ist der Nullvektor in W.

b) Das Bild einer la-Teilmenge von V ist eine la-Teilmenge von W.

c) Das Urbild einer lu-Teilmenge von W ist eine lu-Teilmenge von V.

d) Das Bild von V ist ein Unterraum von W.

e) Das Bild irgendeines Unterraumes von V ist ein Unterraum von W.

f) Das Urbild eines Unterraums von W ist stets ein Unterraum von V.

g) Die Dimension des Bildraums von V ist hochstens gleich der Dimension von V.

h) Der Kern von fist ein Unterraum von V.

i) Das Urbild f‘l(w) eines Vektors w aus W ist eine Nebenklasse des Kerns: M = v + Kern(f).

Aufgabe 46
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen tiber eine lineare Abbildung f: V--->W:

(7) f ist bijektiv (also injektiv und surjektiv ).
(8) Rang f = dim V =dim W.
(9) Ist{bq, by, ..., by } eine Basis von V, soist { f(bq), f(b2), ..., f(bp) } eine Basis von W.

Hinweis: In diesem Falle nennt man f einen Vektorraumisomorphismus und die Rdume V
und W sind isomorph.
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Aufgabe 47

Eine lineare Abbildung z: R3 ----> R* ist durch die Bilder der kanonischen Basisvektoren bestimmt:
z(e1) =(1;-3;2;4), z(ep) = (5;-3;0; 2), z(e3z) = (-2, 0; 1; 1).

Bestimmen Sie den Kern, den Rang und den Defekt der Abbildung.

Aufgabe 48
a) Zeigen Sie, dass durch ag =(2; 1; -1), ap = (1, 0; 3), agz = (-1; 2; 1) bzw. durch
b1=(1; 1), by =(1; -1) je eine Basis des R® bzw. des R? gegeben ist.

0 2 3
by A= [1 5 Oj beschreibt beziiglich der kanonischen Basen des R® und des R? eine lineare
Abbildung z: R® ----> R?,
Welche Matrix hat z beziiglich der Basen {aj, ap, a3y des R*und {b1, b des R*?
Welche Koordinaten hat der Bildvektor des Vektors (4; 1; 3) hinsichtlich der Basis {b1, bo}?

Aufgabe 49
2 -1 3 4

M=|-1 6 4 9 | Die Matrix M beschreibt eine lineare Abbildung z: V ---> W.
5 -12 -2 -9

a=(3;2;1;1),b=(1;0;-2;-3),c =(-2; 5; 5; 0) sind drei Vektoren aus V.
a) Bestimmen Sie den Rang von z und die Bilder von a, b und c.

b) Welche Dimension besitzt der von a, b und ¢ aufgespannte Unterraum U und welche
Dimension besitzt sein Bild z(U)?

Aufgabe 50

A ={a1, ap, a3, a4} bzw. B = {bq, by, b3} seien Basis des R* bzw. des R®.

Durch z(a1) =-bq +6by -12bg z(ap) =2bq - bo + 5bg
z(ag) =3bq + 4bo - 2b3 z(ag) =4bq + 9bo - 9b3

ist eine lineare Abbildung z: R* ----> R? bestimmt.

a) Ermitteln Sie die Bildvektoren zuu = (2; 3; 1; 1), v =(0; 1; -2; -3) und w = (5; -2; 5; 0).
Berechnen Sie auRerdem das Bild z(t) des Vektors t =u + 2v + w.

b) Geben Sie die Abbildungsgleichungen fir z an. Warum kann z nicht injektiv sein?

c) Ermitteln Sie Rang und Kern der Abbildung z. Geben Sie eine Basis des Kerns an.
Folgern Sie, dass z auch nicht surjektiv ist.

d) Bestimmen Sie die Menge Y aller Urbilder von y' = -15bq + 2b5 - 28b3 in R*.
Zeigen Sie, dass es zu z' = 11bq und damit auch zu bq kein Urbild in R* gibt.

e) EsseiU dervon u, v undw aus a) aufgespannte Unterraum des R* Ermitteln Sie die
Dimensionen von U und von z(U). Was folgt hieraus tber den Unterraum U n (Kern z)?
Geben Sie eine Basis von U n (Kern z) an.

f) Bestimmen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse die zu U gehtérenden Urbilder des
Vektors y' aus d).

g) Ermitteln Sie eine Basis C = { c1, co, c3, ¢4 } des R* und eine Basis D = { d1, do, d3 } des R?,
so dass die lineare Abbildung z beziiglich dieser Basen durch eine Matrix der Gestalt
a 000
M=|{0 b 0 0] beschrieben wird. Welche Werte nehmen a, b und c dabei an?

0 0cO
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Aufgabe 51

Diese Aufgabe soll zeigen, wie man ein sehr allgemeines Skalarprodukt durch geeignete
MaRnahmen (Orhtonormalisierungsverfahren nach E. Schmidt) in ein "gewdhnliches"
Skalarprodukt Gberfihren kann, indem man eine geeignete Basis verwendet.

Gegeben sei im R? eine Basis B = {bq; bp; bg}. Fur die Vektoren x = (X1; X2; x3) und

y = (Y1; Y2, y3) wird durch folgende Vorschrift r ein Skalarprodukt definiert:

r(x,y) = x*y =(Xp +3x2-2x3) (y1 +3y2-2y3) +(2x1 - X2 +x3) (2y1-y2 +y3)
+(3x1 +2x2 - 7x3) (3y1 + 2y2 - 7y3).

Hinweis: Die Skalarprodukteigenschaften (symmetrisch, bilinear, positiv definit) sind nicht

nachzuweisen, sondern dirfen als bekannt vorausgesetzt werden.

a) Berechnen Sie r(bj; bk ) =bj* by furi, k=1, 2, 3. Ist B eine Orthonormalbasis?

b) Konstruieren Sie aus der Basis B = {b1, by, b3} folgendermalen eine neue Basis
C ={c1, cp, c3}, wobei die cjpaarweise orthogonal sind:

1. Schritt: ¢1=b1
2. Schritt: cp =acq + bby so, dald co orthogonal zu cq ist
3. Schritt: cg3 =ccq +dcy +eb3 so, dald c3 orthogonal zu cq und ¢ ist
Berechnen Sie a, b, ¢, d und e.
c) Fuhren Sie die Basis C in eine Orthonormalbasis E = {e1, e, e3} des R? uber.
d) Stellen Sie die bj dar als Linearkombinationen der e;.

Da * bezuglich der ej das kanonische Standardskalarprodukt ist, lassen sich nun die Produkte
bj * bk auf einfache Weise berechnen. Kontrollieren Sie damit Ihre Ergebnisse aus a).

e) Geben Sie die Transformationsmatrix T an, die die Koordinatenvektoren bezuglich der Basis B
in die Darstellung beztiglich der Basis E transformiert.
Hinweis: Verwenden Sie dazu lhre Ergebnisse aus d).

f) Wie lautet die zu T inverse Matrix T-12 Beniitzen Sie die Ergebnisse von c).

Ergebnisse:
a) Verknupfungstafel fir bj*by

* b, | bz |bs
b, (14 |7 -21

b) Uu*u=90; v*v=68;, u*v=24 b, |7 14 |21
c) z=(8;14;7)
d)  c1=b1=(100); co = (1;-2; 0); bs | -21 | -21 | 54
c3=(2;2;2)
e) e1=1/14 by; ep =1/42 (bq - 2by) e3=1/12 (b1 + by + by)
14 —3./14
N
2 2
f) 0 ﬂ E Spalten dieser Matrix sind die bj bezlglich e;.

2 2
0 0 V12

0) Die in f) dargestellte Matrix ist gleichzeitig die Transformationsmatrix vom b- in das e-
System; es gilt namlich: vg =T * vp,.
h) Die Ergebnisse von e) gestatten sofort die Angabe von T1
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Aufgabe 52
Gegeben sind die beiden Geraden g ...4x+3y+1=0 und h..3x+y+2=0 im R2sowie der
Kreis K...x2+y2-4x + 6y - 12 =0 und der Punkt A(7; 12).

Verfolgen Sie Ihre Ergebnisse an Hand einer sauberen Kontrollzeichnung (LE = 1cm).

a) Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von g und h sowie den Schnittwinkel zwischen g und h.
Welche Gleichungen besitzen die Parallelen g:, zu g bzw. h;, zu h jeweils im Abstand von
5 LE von g bzw. von h ? Berechnen Sie den Abstand des Punkts A von g und von h.

b) Ermitteln Sie Mittelpunkt M und Radius r des Kreises K. Folgern Sie, dass S auf K liegt.
Berechnen Sie den Abstand des Punktes M von g, h, g1 und hy .
Was folgt aus den Ergebnissen fiir die Lage von K zu den betreffenden Geraden?

Sofern unter den Geraden Kreistangenten vorkommen, sind die Berihrpunkte zu berechnen,
bei Sekanten die Schnittpunkte (nicht mit h; ;) sowie die Lange der ausgeschnittenen Sehne.

c) Essei Iy bzw. |, jeweils die Lotgerade zu g bzw. h im Punkt S aus a).
Warum ist |y Tangente an Kund |, Sekante fur K?
Ermitteln Sie den zweiten Endpunkt der durch |, bestimmten Sehne sowie deren Lange und
ihren Abstand von M.

d) Zeigen Sie, dass A auRerhalb von K liegt. Bestimmen Sie Parameterdarstellungen der
Tangenten t;, von A aus an den Kreis K sowie die Koordinaten der Bertihrpunkte B .
Ermitteln Sie die Streckenlangen ABj, B1B> und AM sowie den Abstand von A zu B1B».

e) Welche Kreise K' und K" mit Radius 5 LE schneiden den gegebnen Kreis in G(5; c) mit
¢ < 0 rechtwinklig? In welchem Punkt schneidet K' bzw. K" den Kreis K aul3erdem ?

f) Bestimmen Sie die Mittelpunkte M;, und Radien r;, von Kreisen Kj,:
K4 soll sowohl K als auch K' von innen bertihren und dabei mdglichst grof? sein.
Ko soll sowohl K als auch K" von innen beriihren und dabei moglichst grof3 sein.

g) Welche Kreise C;, berthren die Gerade h in S, wobei ihre Mittelpunkte N;, von M die
Entfernung 3/5 LE besitzen?

h) Unter welchem spitzen Winkel schneidet C1 bzw. Co den gegebenen Kreis K?
Welche Punkte R;, haben C;, noch mit K gemeinsam ?
Ist R1R2 ein Durchmesser von K? (Begrundung).

Aufgabe 53
Es sei A = {aj, ap, a3, a4} bzw. B = {bq, by, b3} eine Basis des R4 bzw des R3.
Durch flag)=-bq +6bp-12bj3, flap)=2bq -bp +5b3

f(ag)=3bq +4by -2bj3 f(ag ) = 4bq +9bo -9bg
ist eine lineare Abbildung f des R4 in den R3 gegeben.
a) Ermitteln Sie die Bildervon u=(2; 3;1;1), v=(0;1;-2;-3) w=(5;-2;5;0) undvon
t=u+2v+w.
b) Geben Sie die Abbildungsmatrix von f beziglich der Basen A und B an.
c) Ermitteln Sie Dimension und eine Basis des Bildraums f(R4).

d) Ermitteln Sie Dimension und eine Basis des Kerns der Abbildung f.
Folgern Sie, dass f weder surjektiv noch injektiv sein kann.

e) Ermitteln Sie das vollstandige Urbild des Vektors y' = - 15bq + 2bo - 28b3.
f) Zeigen Sie, dass z'= 11b4q und damit auch b4 kein Urbild in R4 besitzt.

g) Ermitteln Sie die Dimensionen der Unterraume U =[u, v, w] und f(U). Was folgt hieraus Uber
den Unterraum U n Kern f des R4 ? Geben Sie eine Basis von U ~Kernf an.

h) Bestimmen Sie die zu U gehdrigen Urbilder des Vektors y' aus e).

i) Geben Sie eine Basis A" des R4 und eine Basis B* des R3 an, so dass die
Abbildungsmatrix méglichst einfache Gestalt annimmt. Wie lautet diese Abbildungsmatrix?
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Aufgabe 1
X +y -z =b Lassen sich reelle Zahlen a und b so bestimmen,_dass das
X -ay -z = 2a gegebene Gleichungssystem
2X +y = b+2 a) keine b) genau eine c) unendlich viele Lésungen besitzt?
X +z =2 Geben Sie eine vollstandige Ubersicht tiber alle moglichen
Falle und die zugehdorigen Losungen.
Ergebnisse: a=-1: nur losbar falls b = - 2: (0; 0; 2) + s *(1;-2; -1).
a=-1: eind. Losung 1/(2a+2) * (a(b+4)+2; 2(b-2a); 2-ba)

Aufgabe 2
2X1 +ax, +X3 +4x4 =-2 Fir welche reellen Werte a bzw. b hat das
gegebene
5x1 +X, +3X3 -X4 =-4 Gleichungssystem
X1 +X3 +3x4 =0 a) keine b) genau eine c¢) unendlich viele
LOosungen?

-Xp +2Xz3 +5x4 = b Geben Sie eine vollstandige Lésungsibersicht.

Ergebnisse: a=0: eindeutig losbar 1/11*(b-26;48-12b;14+2b;4-Db)

a=z0: a=1/2: b = 4:L6sung einparametrig: (0; -4; 0; 0) + s * (-1; 2; 1; 0)
b #4: keine Losung.

a=1/2: eind. Losung: 1/(11*(2a-1)) * (26-10ab-4a-b; 12(b-4); 4a(4b-5)-2(b+7); (2a-1)(4-b)).

Aufgabe 3
Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und die Gerade g... x =(3; 0; 2) + k * (0; -3; 1).

a) Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden der
Ebene E.

b) Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.
Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen.
( Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen).

c) Ermitte*ln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der Spurpunkte von
gist. g sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf die Ebene E. Bestimmen
Sie eine Gleichung von g'.

d) Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen. Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf
g, fur den v = - 2w gilt. Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse TV(BAC), TV(CBA) und TV(ACB).

e) Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r; s; t) auf P'(r'; s'; t') ab. Die Punktspiegelung an
B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die Abbildungsgleichungen an.
Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist. Bestimmen Sie
die Verschiebungsvektoren der Translationen fur beide Verkettungsreihenfolgen.

f) Gegebenist die Gerade h... x = (6;-6; 7) + |1 * (3; 2; 0).
Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die Spurpunkte von
h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?

Aufgabe 4

Beweisen Sie den Satz Uber die Winkelhalbierende im Dreieck:

Die Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegenseite
des Dreiecks harmonisch im Verhaltnis der anliegenden Dreiecksseiten.



Aufgabe 5 : Geraden und Ebenen im euklidischen R3

Gegeben ist der affine Punktraum R3 mit einer Orthonormalbasis (' kartesisches
Koordinatensystem ).

Die Gerade g verbindet die Punkte A (2; 3; 3) und B (0; 1; 3).
Die Gerade h hat die Gleichung x =(4; 2; 0) +t* (1; 2; -2).
a) Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

b) Ermitteln Sie den kirzesten Abstand d zwischen g und h sowie die zugehérigen FulBpunkte G
auf g und H auf h. [ Kontrollergebnisse: H (1;2;3), G (3;0;2) ]

c) Die Ebene E enthlt die Gerade g und ist parallel zur Gerade h.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E. [ Kontrollergebnis: 2x-2y-z+5=0]

d) Der Punkt H und die Gerade h werden an der Ebene E gespiegelt. Bestimmen Sie die
Koordinaten des Bildpunkts H' sowie eine Gleichung der Bildgerade h'.

e) Begrinden Sie: 1 8 4 -20
Die Abbildungsgleichung X'=T*X +d
mit nebenstehender Matrix T und Vektor 9
d beschreibt genau die in d) genannte 4 -4 7 10
Spiegelung an der Ebene E.
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Aufgabe 1 zum Skalarprodukt:

Gegeben sei im R3 eine Basis B = {b1, by, b3}. Fir die Vektoren x = (x1, X2, x3) und
y = (Y1, Y2, y3) wird durch folgende Vorschrift r ein Skalarprodukt definiert:

S(X,y) =x*y =(xg +3x2 - 2x3) ® (y1 + 3y2 - 2y3) + (2X1 - X2 + X3) ® (2y1 - y2 + ¥3)
+(3x1 + 2x2 - 7x3) * (3y1 + 2y2 - 7y3).

Hinweis: Die Skalarprodukteigenschaften (symmetrisch, bilinear, positiv definit) sind nicht

nachzuweisen, sondern durfen als bekannt vorausgesetzt werden.

a) Berechnen Sie r( bj, bk ) =bj* bk furi, k=1, 2, 3. Ist B eine Orthonormalbasis

b) Konstruieren Sie aus der Basis B = { b1, bp, b3 } folgendermalen eine neue Basis
C={c1,c9,c3}, wobeidie cjpaarweise orthogonal sind:
1. Schritt: ¢1 =bj.
2. Schritt: cp =acq + bbo so, dal3 co orthogonal zu ¢ ist.
3. Schritt: c3 =ccq +dco + ebg so, dald c3 orthogonal zu cq und c2 ist.
Berechnen Sie a, b, ¢, d und e.

c) Fiihren Sie die Basis C in eine Orthonormalbasis E = { e1, e, e3 } des R3 iber.

d) Stellen Sie die bj dar als Linearkombinationen der e;.
Da * bezuglich der ej das kanonische Standardskalarprodukt ist, lassen sich nun die
Produkte bj * by auf einfache Weise berechnen. Kontrollieren Sie damit lhre
Ergebnisse aus a).

e) Geben Sie die Transformationsmatrix T an, die die Koordinatenvektoren beziiglich der
Basis B in die Darstellung beziiglich der Basis E transformiert.
Hinweis: Verwenden Sie dazu Ihre Ergebnisse aus d).

f)  Wie lautet die zu T inverse Matrix T-1 ? Beniitzen Sie die Ergebnisse von c).

Aufgabe 2 zum Skalarprodukt:

1 -2 2
Gegebenist die Matrix A=|2 -1 2].
2 -2 3

Bezuglich einer Orthonormalbasis E = {eq, e, e3} des R3 ist eine lineare Abbildung f des
R3 in sich gegeben durch die Matrix A. Gleichzeitig ist dadurch eine Abbildung des affinen
Punktraumes mit Fixpunkt O definiert.
a) Zeigen Sie, dass f ein Automorphismus des R3 ist ( d.h. f ist bijektiv ).
Bestimmen Sie die zur Umkehrabbildung gehorige Matrix A-1.
Ermitteln Sie die Bilder der Koordinatenebenen sowohl bei f als auch bei f-1.
b) Gegeben sind die Vektoren a=(3; 4; 5)und b =(3; 4;-5).
Bestimmen Sie die Bilder a’ und b’, sowie die Urbilder a* und b* von a und b.
Berechnen Sie ab, a’b’ und a*b* sowie die Betrage der Vektoren a, b, a', b', a* und
b*. Folgern Sie, dass f weder langen- noch winkeltreu ist.
c) Gegeben sei die Flache K mit der Gleichung x12 + x22 = x32 .
Beschreiben Sie die Schnittkurven der Flache K mit den samtlichen Ebenen x3 =r
sowie mit den Ebenen x1 =0 und x2 =0.



Beschreiben Sie nun die Form der Flache K.
Beschreiben Sie auch die Schnittkurven mit den Ebenen x1 =5 und x2 = 5.

d) Zeigen Sie, dass f die Flache K auf sich selbst abbildet.
Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, A', B', A*, B* mit den entsprechenden Ortsvektoren
aus b) auf der Flache K liegen.

e) Zeigen Sie, dass die Abbildung f eine Fixpunktgerade g besitzt. Bestimmen Sie die
Gleichung von g. Welche geometrische Bedeutung besitzt g fir die Flache K?

f)  Zeigen Sie, dass die Gerade h = AB durch A(3; 4; 5) und B(3; 4; -5) windschief ist zur
Gerade k mit der Gleichung x =k * (0; 1; 1). Berechnen Sie den kiirzesten Abstand

von h und k.
Aufgabe 3:
Es seien U, V und W reelle Vektorraume sowie f und g lineare Abbildungen:
.U->V gV-oWwW h:U—->W mit h=f°qg.

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
a) Rang h=Rangf

b) Kernh=Kernf

c) Die Einschrankung von g auf Bild f ist injektiv.

Aufgabe 4
Es seien U, V und W reelle Vektorraume sowie f und g lineare Abbildungen:
.U>V gV-oW h:U—->W mit h=f°qg.

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
a) Rangh=Rangg

b) Bildh =Bildg

c) Bildf + Kerng=V

Aufgabe 5
Formulieren Sie die grundlegenden Aussagen uber die Losbarkeitsbedingungen und
Uber die Losungsmengen linearer homogener bzw. inhomogener Gleichungssysteme.

Begriinden Sie diese Aussagen mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten Ergebnisse
Uber lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen.

Aufgabe 6

Die Matrix A bestimmt sowohl eine lineare Abbildung f des Vektorraums R2 in sich als
auch eine affine Abbildung F des affinen Punktraums R2 in sich vermége folgender
Gleichungen:

X'=A*x X=A*X mit A=



Begriinden Sie, warum die Abbildung f - und damit auch F - bijektiv ist.
Berechnen Sie die Bilder der Punkte B(0; 10), C(10; 10) und D(10; 0).
Zeichnen Sie lhre Ergebnisse in ein Koordinatensystem ein (LE=1cm).

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix A.
Hinweis: A besitzt zwei verschiedene Eigenwerte!

Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung F.
Von welcher Art ist die Abbildung F (kurze Begriindung)?
Geben Sie die affine Normalform der Abbildungsmatrix A an.

Zeichnen Sie das Viereck OBCD, seinen Inkreis, sein Mittenviereck und dessen
Diagonalen ein. Zeichnen Sie das Bild dieser Figur.
Hinweis: Zur Zeichnung des Inkreisbildes kann man geeignete Tangenten verwenden!

Aufgabe 7:

Gegeben sind der Punkt P (6; 5; 7) und die Vektoren u = (1; -4; 3) und v = (-5; 8; -6).

a)

b)

C)

d)

f)

9)

h)

)

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E die P enthalt und zu u und v parallel ist.
Ergebnis: E ... 3y+4z-43=0

Bestimmen Sie Gleichung und Mittelpunkt der Kugel K mit Radius r=5, die E in P
berthrt und auf derselben Seite von E liegt wie der Punkt O.

Ergebnis: K ... (x-6)2+(y-2)2+(z-3)2=25

Gegeben sind die Geraden gk ... x=(-1; 2; 2) + r * (3+k; 0; 4-7K).

Zeigen Sie, dass alle gk in einer Ebene F liegen und bestimmen Sie deren
Gleichung. Ergebnis: F ... y=2

Fur welche Werte k ist gk Tangente bzw. Passante bzw. Sekante der Kugel K?
Bestimmen Sie im ersten Fall die zugehdorigen Berthrpunkte samt Tangentialebene.
Ergebnis: Tangente fir k=0: Bp=(2;2;6); Eg ... -4x+32-10=0
k=1: B1=(3;2;-1);E1 ... 3x+4z-5=0

Passante fir k<0 oder k> 1

Sekante fur O<k<1
Bestimmen Sie die Schnittgerade h der beiden Tangentialebenen aus d).
Ergebnis: x=(-1;0; 2) +s*(0; 1; 0)
Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Gerade h.
Ergebnis: J74

Berechnen Sie den Mittelpunkt und die Gleichung der Kugel K', die zu K
symmetrisch bezuglich h liegt.

Ergebnis: K' ... (x+8)2+(y-2)2+(z-1)2=25

Zeigen Sie, dass Eg und Eq die Kugel K'berthren und berechnen Sie die
Beruhrpunkte.

Ergebnis: Pg = (-4; 2; -2); P1=(-5; 2;5)

Zeigen Sie, dass h und | = B1Bo zueinander windschief sind. Berechnen Sie den
Abstand der beiden Geraden samt den zugehérigen FuRpunkten des Gemeinlots.
Ergebnis: H=(-1; 2; 2) L=(2,5; 2;2,5) d= 12,5
Berechnen Sie die Gleichung und den Mittelpunkt derjenigen Kugel K" mit kleinstem
Radius, die h und | berihrt.

Ergebnis: (4x - 3)2 + 16(y - 2)2 + (4z - 9)2 = 50



k) Berechnen Sie die Schnittebene von K und K".
Ergebnis: 21x+3z-35=0

l) Berechnen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Schnittkreises von K und K".
Ergebnis: S =(4/3; 2; 7/3) rad = 5/3

m) Bestimmen Sie die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen fir die Ebenen Eg
und E1.
Ergebnis: wq ... 7Xx+z+5=0 und wp..x-7z2+15=0. wqLlwp

Aufgabe 8:

Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und
die Gerade g... x =(3;0; 2) + k* (0; -3; 1).

a)

b)

f)

Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden
der Ebene E.

Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.

Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die
Koordinatenebenen.

Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen.

Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der
Spurpunkte von g ist. g* sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf
die Ebene E. Bestimmen Sie eine Gleichung von g*.

Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen.
Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf g, fir den v = -2w gilt.
Bestimmen Sie die Teilverhéltnisse (BAC), (CBA) und (ACB).

Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r, s, t) auf P'(r', s', t') ab.

Die Punktspiegelung an B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die
Abbildungsgleichungen an.

Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist.
Bestimmen Sie die Verschiebungsvektoren der Translationen fur beide
Verkettungsreihenfolgen.

Gegeben ist die Gerade h... x =(6; -6; 7) + |1 * (3; 2; 0).
Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die
Spurpunkte von h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?
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Aufgabel:

Abbildungsgleichung fir die Punkte (Spaltenvektoren): X'=A*X+c
In Koordinaten: X1 =3/5*x1 +4/5%xy - 2

X9 =4/5*x1 - 3/5*xp +4

a) Ergebnisse (hier als Zeilenvektoren geschrieben): A'(-7/5; 24/5); B'(-6/5; 17/5);
C'(-3/5; 21/5); D'(-2; 4); E’=E(-5; 0).

b) Fixpunkte erhalt man aus der Gleichung X" = X, also als Lésungen des Systems x1" = x1 und
X2' = X2. Ergebnis: Fixpunktgerade a (Achse): x = (-5; 0) +t * (2; 1)

c) Kern der Abbildung sind die Urbilder des Nullvektors x' = (0; 0), also die Losungen des
homogenen (!) Systems A *x =(0; 0) .
Ergebnis: Kern = {(0; 0)}, also ist die Abbildung injektiv.

d) Eigenvektoren sind die nichttrivialen Lésungen der Vektorgleichung x =t* x .
Ergebnisse: Fur t =1 ergibt sich r* (2;1) (Vgl. b)!); fur t=-1 erhdlt man s * (-1; 2).
Folgerungen: Es handelt sich offenbar um eine Schréagspiegelung mit der Achse a in Richtung
(2; 1) und der Spiegelrichtung (-1; 2).

e) Normalform (problemangepasstes Koordinatensystem):

1. Schritt: Wir wahlen den Fixpunkt E(-5; 0) als neuen Koordinatenursprung im Y-System.

Die zugehorige Transformationsgleichung lautet: Y = X - E. Eingesetzt in die
Abbildungsgleichung erhalt man: Y+ E=A*(Y+E) +c,also Y'=A*Y + (A*E + c-E).

Zur Kontrolle: die letzte Klammer muss naturlich (0; 0) ergeben.

2. Schritt: Wir wahlen als neue Basisvektoren eines Z-Koordinatensystems die in d)
berechneten Eigenvektoren [=2*i+1*k und m =-1*i+ 2 *k. Nach kurzer
Zwischenrechnung die Transformationsmatrix R flr die Transformation zwischen den Y- und
den Z-Koordinaten Y =R * Z und mit Y'=A*Y erhalt man Z" = Inv(R)*A*R*Z = B * Z mit den

. 2 - 1 0
Matrizen R = und B=

Aufgabe 2

Abbildungsgleichung fiir die Vektoren: x™ = A * x.

a) a =(2;2;10); b°=(1;1;5); ¢ =(-2;-2;-10). Was fallt an den Ergebnissen auf?

b) Der Kern besteht aus den samtlichen Urbildern des Nullvektors, also aus der Losungsmenge
des homogenen linearen Gleichungssystems A * x = 0.
Ergebnis: x = r*(-1;-5; 2;0) + s *(-1; -3; 0; 2) mitr, s aus R.
Der Kern ist also ein zweidimensionaler Vektorraum.

c) Urbildmenge von x™ = (1, -5; 2) ist die L6sungsmenge des inhomogenen linearen
Gleichungssystems A * x = (1; -5; 2). Ergebnis: x = (0; 2; 0; -1) + Kern.

d) Zu zeigen ist, dass die Gleichungssysteme A *x = (1;0;0) bzw. =(0; 1; 0) bzw. =(0; 0; 1)
unldsbar sind.

e) Eigenvektoren kann es nur geben, wenn man eine Abbildung eines Raumes in sich selbst hat.

Hier jedoch wird ein Raum, der R4, in einen anderen, den R3, abgebildet. Also ist die
Gleichung x'=t*x sicher nicht erfullbar, ja sogar sinnlos.

Aufgabe 3
Normalformen der drei Abbildungsmatrizen:

40 2 00 18 0 O
ZU A [O 3j zuB: |0 4 0 zuC: |0 27 O
0 0 1 0O 0 9
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Aufgabe 4:
Siehe SS 90 Blatt 9 Aufgabe 40.

Aufgabe 5:
Siehe SS 90 Blatt 10 Aufgabe 42.

Aufgabe 6:
Siehe SS 90 Blatt 10 Aufgabe 43.

Aufgabe 7:
Siehe SS 90 Blatt 10 Aufgabe 44.

Aufgabe 8:
Siehe SS 90 Blatt 10 Aufgabe 45.

Aufgabe 9:
Siehe SS 90 Blatt 11 Aufgabe 49.

Blatt 3

Aufgabe 10:
Siehe SS 90 Blatt 11 Aufgabe 48

Aufgabe 11:
Siehe SS 91 Blatt 2 Aufgabe 8

Blatt 4

Die Aufgaben Nr. 12 bis 15 und Nr.17 und 18 beruhen alle auf demselben Prinzip:

Ausnutzen der linearen Unabhangigkeit gewisser aufspannender Vektoren.
Eine Darstellung der Lésung ertbrigt sich.

Zu Nr. 16 ist es ratsam, das gesonderte Blatt zum Teilverhaltnis durchzuarbeiten.
Blatt 5

Aufgabe 19:

Ansatz: Wir wahlen A als Ursprung und die aufspannenden Vektoren ¢ = AC und b = AB.

Nach Voraussetzung gilt:

AC' =k*b und AB'=I*c¢ und folglich TV(AC'B) = k/(1-k) und TV(CB'A) = (1-)/1.

1. Schnitt von BB' mit CC' ergibt - nach entsprechender Zwischenrechnung - den Punkt P:
AP = k(1-D)/(1-Ik) * b + 1(1-k)/(1-Ik) * c (man beachte die Symmetrie im Ergebnis).

2. Schnitt von AP mit BC ergibt - nach entsprechender Zwischenrechnung - den Punkt A’

AA' = a*AP = b + b*(c-b) wobei sich b ergibt zu b = al(1-k)/(1-k) und

1-b = ak(1-1)/(1-1k) (auch hier ist die Symmetrie der Ergebnisse zu beachten!)

Damit erhélt man TV(BA'C) = b/1-b = I(1-k)/(k(1-)).

Multipliziert man nun die drei Teilverhaltnisse, so ergibt das Produkt 1. g.e.d. .



Aufgabe 20:

Ansatz wie bei Aufgabe 22, aber Vorsicht bezlglich der Vorzeichen der Teilverhéltnisse!
Schnitt von BC mit B'C' ergibt A

AA' =Db +r*(c-b) = k*b + s*(I*c-k*b) also TV(BA'C) = r/(1-r)

ergibt nach kurzer Zwischenrechnung:

s=r/l und r= I(k-1)/(k-) also 1-r =k(1-)/(k-I).

Multipliziert man nun die drei Teilverhaltnisse, so ergibt sich -1.

Aufgabe 21:
Wir zeigen z.B. TV(ERF) = - TV(EQF), d. h. R und Q trennen EF harmonisch.
Ceva mit Punkt B fur Dreieck EFD ergibt: (ERF) * (FCD) * (DAE)= 1 (1)

Menelaos mit Gerade CAQ fir Dreieck DEF ergibt: (EQF) * (FCD) * (DAE) =-1 (2)
Aus dem Vergleich von (1) und (2) erhalt man sofort: TV(ERF) = - TV(EQF).

Analog erhalt man die anderen Ergebnisse:

Ceva mit Schnittpunkt D und Menelaos mit Schnittgerade EF fir Dreieck ACB.
Ceva mit Schnittpunkt F und Menelaos mit Schnittgerade AC fir Dreieck BDE.

Aufgaben 22 bis 25:
Siehe SS 90 Blatt 4 Aufgaben 18 bis 21

Aufgabe 28:

g.. x=(5-10;6)+r*(0;5;,-2) hy.. x=(3;0;-2) +s*(a; 10; 4)
Die beiden Richtungsvektoren sind fiir alle a lu, also g nicht parallel zu hg.
Es gibt einen Schnittpunkt fir a = 4, namlich S(5; 5; 0).

Alle Dy erfiillen die Gleichung x =(3;10; 2) +a* (1; 0; 0).

Alle hg erflllen die Gleichungx = (3; 0; -2) + u * (0; 10; 4) + a* (1, 0; 0), das ist aber die Gleichung
einer Ebene: 2y -5z =10.

Blatt 6

Aufgaben 26 und 27 enthalten Kontrollergebnisse.

Aufgabe 28:

Beispielhaft soll die Aufgabe f) bewiesen werden:

Voraussetzungen: 1. ag,...,apsindlu 2. ai,...,apb sindla
Zu zeigen: b ist Linearkombination der a;.

2. bedeutet, dass es eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors folgender Art gibt:
0=xqaq + ... + Xpap + xb.

Wegen 1. kann dabei x nicht O sein, denn sonst waren die aj allein schon linear abhangig.
Wenn aber x =0 ist, so existiert x-1 und man kann nach b auflésen:

b=- x1(xjag +..+ Xnan), d.h. aber, dass sich b aus den a; linear kombinieren lasst, wie zu
beweisen war.



Blatt 7

Aufgabe 29

a) X=(1/2;0)also TV(PXQ)=3 und Y =(0; 1) also TV(PYQ)=1 (Y ist Mitte von PQ).
b) h ... x=(1;1)+r*(0; 1); histparallel zur y-Achse. A(1; 0) und TV(QAR) = 1/5.

c) T(-4;0) und U(1/4; 15/4)

d k.. 2x-2y=5 bzw. x=(5/2;0)+r*(1; 1), daherk parallel zu PR.

e) Seitenmitten: (0; 1), (1; 2), (0; 4). Schwerpunkt: S(1/3; 7/3)

f) P'(5/3;5/3), Q'(-1/3;17/3), R'(-1/3;-1/3); S'=S.

g h*...x=(@;-1)+r*(4;-2) oder x+2y=1 bzw. x/(-1)+y/(-1/2)=1

Siehe SS 90 Blatt 6 Aufgabe 32

Aufgabe 30
Siehe SS 90 Blatt 2 Aufgabe 8

Aufgabe 31

Zeichnen Sie eine Figur: ABC kollinear, ADE kollinear, BE schneidet CD in F.
P sei Mitte von CE, Q sei Mitte von BD und R sei Mitte von AF.

A wird als Ursprung gewahlt, AB =b und AD =d als aufspannende Vektoren.
Ansatz: AC=c=1*b und AE=e=m*d.

Zunachst wird F als Schnitt von BE mit CD berechnet:
AF =D +r(e-b) =d + s(c-d). Man erhélt in der Gblichen Weise

r=(1-0)/@-Im) und s=(1-m)/(1-Im) Beachte die Symmetrie!

Damit erhéalt man AF =f =b * I(1-m)/(1-lm) + d * m(1-)/(1-Im).

Nun lassen sich die drei Mittelpunkte P, Q und R berechnen.

Dann kann man zeigen, dass gilt (p-q) =k *(r-q), d.h. aber, dass P, Q und R kollinear sind.

Blatt 8

Einfache Beweistibungen zur Anwendung der Gesetze eines Korpers, eines Vektorraumes und
linearer Abbildungen zwischen Vektorraumen.

Blatt 9
Siehe SS 90 Blatt 5 Aufgaben 22 bis 29

Blatt 10

Aufgabe 43:
Siehe SS 91 Blatt 5 Aufgabe 20

Aufgabe 45:

Einfache Beweisaufgabe Uber Eigenschaften linearer Abbildungen zwischen Vektorrdumen
(Vektorraumhomomorphismen).

Aufgabe 46:
Siehe SS 90 Blatt 6 Aufgabe 31

Blatt 11
Siehe SS 90 Blatt 8



Blatt 12
Ergebnisse angegeben.

Blatt 13

Aufgabe 52:

Da es sich bei dieser Aufgabe um eine reine FleiRarbeit ohne begriffliche oder rechnerische
Schwierigkeiten handelt, begniigen wir uns mit einer Zeichnung mit allen Ergebnissen.




Aufgabe 53:

Wir geben eine mit MAPLE generierte L6sung an:

>with(linalg);

>A:= transpose(matrix(4,3,[-1,6,-12,2,-1,5,3,4,-2,4,9,-91));

-1 2 3 4
A= 6 -1 4 9
-12 5 -2 -9

>u:=vector(4,[2,3,1,1]);v:=vector(4,[0,1,-2,-3]); w:=vector(4,][5,-
2,5,0]);

u:=[2,3,1,1]
v:=1[0,1,-2,-3]
w:=[5,-2,5,0]

>ul:z=multiply(A,u);vi:=multiply(A,v);wl:=multiply(A,w);
ul :=[11, 22,-20]

vl :=[-16, -36, 36]
wl:=[6,52,-80]

> t:=matadd((u,2*v) ,w);;tl:=multiply(A,t);
t:=[2,5,-3,-5]

t1 :=[-21,-50, 52]

>t2:=matadd((ul,2*v1l),wl);
t2 :=[-21,-50,52]

> rank(A); colspace(A);
2

{or2}fro2)

{[-2,-3,0,1],[-1,-2,1,0]}

>kl:=vector([-2, -3, 0, 1]);k2:=vector([-1, -2, 1, O]);
kl:=[-2,-3,0,1]

k2 :=[-1,-2,1,0]

> kernel(A);

> linsolve(A,vector(3,[-15,2,-28]));
[[t,2 t,—6+_t,—t -1-2_t, t]

Wir schreiben dieses Ergebnis um: y=(0, -6,-1,0) +t1* (0, 1,-2,1) + t2* (1, 2,-1,0)
> linsolve(A,vector(3,[1,0,0]));
>U:= matrix(3,4,[u,v,w]);

2 3 1 1
u=/0 1 -2 -3
5 2 5 0

> rank(U); rowspace(U);



3

{[0, 1,0, gg} {0, 0,1, 2;} {1, 0,0, -3532}}

>Ul:=matrix(3,3,[ul,vi,wl]);

11 22 -20
Ul:=|-16 -36 36
6 52 -80
> rank(Ul1) ;rowspace(Ul);
2

{os )02

Der Durchschnitt von U und Kern(f) ist der Kern von U und muss daher eindimensional sein.

Zur Berechnung setzen wiran: r*ul+s*u2+t*u3-x*kl - y*k2 =0 mit den erzeugenden
Vektoren u von U (s. 0.) und den erzeugenden Kernvektoren (s.0.)

>B:= transpose(matrix(5,4,[u,v,w,kl,k2]));
2 0 5 -2 -1
3 1 -2 -3 -2
1 -2 5 0 1
1 -3 0 1 0

B:=

> linsolve(B,vector(4,[0,0,0,0]));

! t,_t S t 8 t el t
5-1-110-v5-110—1

Man erhalt also wie vorhergesagt einen einparametrigen Raum mit -y = 1/10 * t1 und -x = 8/5 * t1,
also als Losungsvektoren (nach Erweiterung mit Faktor -10) x*k1 +y*k2 = t1* (16 k1 + k2) = t1
*(-33; -50; 1; 16)

als Durchschnitt von Kern(f) und U.

Wir tberprifen zur Kontrolle nochmals, ob der Vektor (-33; -50; 1; 16) tatsachlich sowohl in U als
auch in Kern(f) liegt:
>b:=vector(4,[-33, -50, 1, 16]);

b:=[-33,-50,1,16]

>C:=matrix(4,4,[u,v,w,b]);

2 3 1 1
0 1 -2 -3
C=ls 2 5 o0
-33 50 1 16
> rank(C);
3

>E:=matrix(3,4,[k1,k2,b]);



2 -3 0 1
E= -1 -2 1 0
-33 -50 1 16

> rank(E);
2

Der Rang von U und Kern(f) hat sich also durch Hinzunahme von b nicht vergrofiert, also liegt b
jeweils in dem betreffenden Raum.

Aufgabenteil h): Urbilder vony'in U: Ansatz: y = (0, -6, -1, 0) +r * (-2,-3,0, 1) + s*(-1,-2, 1,
0)=x*ul+y*u2+z*u3
Dazu ist ein geeignetes inhomogenes Gleichungssystem zu l6sen:
>F:= transpose( matrix(5,4,[kl,k2,u,v,w]));
2 -1 2 0 5

F._-3-23 1 -2
“1lo 11 -2 5
1 01 -3 0

> linsolve(F,vector(4,[0,6,1,0]));
[11+16 _t,4+_t,13+14 _t,8+10_t, _t ]

Man erhalt die Losungenr =11+ 16 *t und s =4 +t und damit die Vektoren y = (0, -6, -1, 0) +
(11+16*t)*(-2,-3,0, 1)+ (4 +t) *(-1,-2,1,0)
>[0, -6, -1, 0] + (11 + 16 * ©) * [-2, -3, 0, 1] + (4 + ©) * [-1,
-2, 1, 0];

[0,-6,-1,0]+ (11 +161)[-2,-3,0,1]1+(4+1t)[-1,-2,1,0]

>simplity(%);
[-26,-47,3,11]1+16[-2,-3,0,1]t+[-1,-2,1,0]t

Ergebnis: (-26, -47, 3, 11) + t * (-33, -50, 1, 16)

Das Ergebnis leuchtet ein: Man erhalt selbstverstandlich eine Nebenklasse des Durchschnitts von U
mit Kern(f).

Man wahlt im R4 zwei Urbilder al" und a2" der Basisvektoren des Bildraums f(R4) sowie zwei
Kernvektoren als Basis. Im Zielraum R3 wéhlt man erstens die Bilder von al und a2 und weiter
einen dazu lu Vektor wie z. B. den Vektor b1 aus Aufgabenteil f) als Basisvektoren. Dann wird die
Abbildungsmatrix sehr einfach:

>M:= matrix(3,4,[1,0,0,0,0,1,0, ,0,0,0]);

0,0
1 0
M:=|0 1
0 0

0 O
0 0
0 O
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Aufgabe 1
A, B seien Teilmengen der Menge X. Man beweise folgende Aquivalenzen:

aAnB=0 < AcX\B =S B X\A
b)AcB & AuB=B & ANnB=A

Aufgabe 2
A, B seien Teilmengen der Menge X. Man beweise die de Morganschen Gesetze:

a) X\ (AnB)=(X\A) U (X\B)
b) X\(AUB)=(X\A) ~ (X\B)

In Worten:

a) nicht (A und B) = (nicht A) oder (nicht B); nicht alle = mindestens eines nicht
b) nicht (A oder B) = (nicht A) und (nicht B); nicht (mindestens eines) = alle nicht
Aufgabe 3

A, B, C seien Mengen. Man beweise oder widerlege folgende Aussagen:
a)(AuB)xC=(AxC)u ((BxCQC)
b)(CxC)u(AxB)=(CUA)x(CuB)

c) (A\B) x C=(Ax C)\(B xC)

d)(CxC)n(AxB)=(CnA)x(CnB)

Aufgabe 4
Geben Sie auf einer Menge mit 5 Elementen je ein Beispiel einer Relation, die die folgende
Eigenschaft hat bzw. diese nicht hat. Zeichnen Sie Pfeilbilder.

a) reflexiv b) irreflexiv

c) weder reflexiv noch irreflexiv d) symmetrisch

e) antisymmetrisch (identitiv) f) weder symmetrisch noch antisymmetrisch
g) transitiv h) Aquivalenzrelation (RST)

i) Ordnungsrelation (RIT)

Aufgabe 5
Untersuchen Sie folgende Relationen auf geeigneten Grundmengen lhrer Wahl auf die funf
Relationseigenschaften reflexiv, irreflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv.

a) Parallelitat b) Senkrechtstehen
c) Ahnlichkeit d) zahlentheoretische Kongruenzrelation
e) Teilbarkeitsrelation f) Kleinerrelation

g) Teilmengenrelation

Aufgabe 6
Fur die Parallelitat sind zwei Definitionen gelaufig. Welche ist zu bevorzugen? Begrindung?

Def.1: g || h, falls gnh=@. Def.2: g || h, fallsg=hoderfallsgnh=@.

Aufgabe 7
Geben Sie je ein Beispiel einer Abbildung f aus der Menge A in die Menge B an, die die folgenden
Eigenschaften besitzt bzw. nicht besitzt. Zeichnen Sie Pfeilbilder.

a) injektiv b) surjektiv c) bijektiv.
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Aufgabe 8
f sei eine Funktion (Abbildung) der Menge X in die Menge Y. f: X > Y.

Man zeige fur beliebige Teilmengen A, B von X bzw. C, D von Y:

a) f(A N B) = f(A) n f(B) b) f(A U B) = f(A) U f(B)

c) f(X\A) o f(X)\F(A) d) F1(f(a)) 2 A

e) Flc nD)=F1(C)n F1(D) fy fl(cuDb)=flc)uflD)
g) F1v\c) = xX\+-1(C) h) f(fFl(c)ccC

Warum gilt in a) bzw. ¢) bzw. d) bzw. h) nicht die Gleichheit?

Aufgabe 9
Esseien : X —> Y und g: Y — Z Funktionenund h=g o f (gelesen: g nach f) die Verkettung
der Funktionen, also eine Funktion h: X — Z. Man zeige:

a) Sind f und g injektiv, so auch h. b) Ist h injektiv so auch f.

c) Ist h surjektiv, so auch g. d) Ist f surjektiv und h injektiv, so ist g injektiv.
e) Ist h surjektiv und g injektiv, so ist f surjektiv

f) Sind f und g bijektiv, so ist auch h bijektiv und es gilt (g o f)1 =1 o g-1.

Aufgabe 10
Es sei f: X = Y eine Funktion.

Eine Relation R auf X sei erklart durch folgende Definition: aR b gdw. f(a) = f(b).

Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation auf der Menge X ist und beschreibe die
Aquivalenzklassen von R (Klassen bildgleicher Elemente bzw. vollstandige Urbilder von f).

Aufgabe 11

Es sei f: X »> Y eine Abbildung. Man zeige:

a) Ist f injektiv, so gilt X| < |Y]

b) Ist f surjektiv, so gilt X] = Y]

c) Ist f bijektiv, so gilt IX| = Y]

Aufgabe 12

Ist f: X - X eine Abbildung einer endlichen Menge X in sich selbst, so gilt:
finjektiv genau dann, wenn  f surjektiv gdw. f bijektiv.

Zeigen Sie, dass auf die Forderung der Endlichkeit der Menge X nicht verzichtet werden kann.

Aufgabe 13
Eine affine Ebene wird durch folgende drei Axiome beschrieben:

e Al: Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Verbindungsgerade.

e A2:Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P, der nicht auf g liegt, gibt es
genau eine Parallele h zu g durch P.

e A3: Es gibt mindestens drei verschiedene Punkte, die nicht auf einer Gerade liegen.
a) Zeigen Sie, dass jedes der Axiome von den beiden anderen unabhangig ist.

b) Zeigen Sie, dass ein Tetraeder die Axiome erfillt, wenn man die Ecken als Punkte und die
Kanten als Geraden interpretiert.

c) Beweisen Sie: In jeder affinen Ebene gibt es mindestens vier Punkte und sechs Geraden.
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%
E2
E2
% X
@) E1
(@) E1

Aufgabe 14
Obenstehende Abbildungen zeigen je ein Gitter aus gleichseitigen Dreiecken bzw. aus Quadraten.
Die Punkte O, Eq und E5 bilden jeweils ein ebenes Parallelkoordinatensystem.

a) Konstruieren Sie die Gitter allein mit Zirkel und Lineal.
b) Tragen Sie jeweils die Basisvektoren i und j rot ein.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten aller Gitterpunkte bezlglich des gegebenen
Koordinatensystems. Beschriften Sie die Gitterpunkte mit den Koordinaten z.B. E5(0; 1).

d) Bestimmen Sie die Koordinaten aller Vektoren, die man als Verbindung beliebiger Eckpunkte
erhélt z.B. E1E>=(-1; 1).

Aufgabe 15
Gegeben sind zwei Vektoren a und b.

a) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektorena+b,b +a,a-b,b -a.
b) Bestimmen Sie zeichnerisch die Vektoren 2a + 3b, 2a - 3b, 3b + 2a, 3b - 2a.
c) Bestimmen Sie die Vektoren aus a) und b) in Koordinaten mit a=(aq; ap) und b=(bq; bo).

Aufgabe 16

Beweisen Sie vektoriell den Satz von der Mittelparallelen im Dreieck:

Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten ist parallel zur dritten Seite und halb so lang wie
diese.

Aufgabe 17
a) Beweisen Sie: Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen gegenseitig halbieren, so sind die
Gegenseiten jeweils parallel und gleich lang.

b) Formulieren und beweisen Sie auch die Umkehrung der obigen Behauptung.

c) Begrunden Sie die folgende Definition:
Ein Parallelogramm ist ein punktsymmetrisches Viereck.

Aufgabe 18

Ein Parallelogramm OACB wird durch die Vektoren OA =aund OB =b aufgespannt.
M1 bis My sind die Mitten der Seiten OA, AC, CB, BO. M ist Schnittpunkt der Diagonalen.
a) Dricken Sie die Vektoren AB, OC und OM; durch a und b aus.

b) Beweisen Sie, dass M beide Diagonalen halbiert.

c) Zeigen Sie, dass die Schnittpunkte von OM, und OM; mit der Diagonale AB diese in drei
gleiche Teile teilen.
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Aufgabe 19

Beweisen Sie vektoriell den Satz von den Seitenhalbierenden (= Schwerlinien) im Dreieck:

Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S. Dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhéltnis 2:1.

Aufgabe 20

Zeigen Sie vektoriell: Die Seitenmitten jedes beliebigen (auch nicht ebenen!) Vierecks bilden ein
Parallelogramm. Der Mittelpunkt des Mittenparallelogramms ist gleichzeitig Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke der Diagonalenmitten.

Aufgabe 21
Zeigen Sie fir ein Tetraeder:

a) Die "Schwerlinien" (das sind die Verbindungen von einer Ecke zum Schwerpunkt der
gegeniberliegenden Seitenflache) schneiden sich in einem Punkt. Dieser teilt die Schwerlinien
im Verhaltnis 3:1.

b) Die drei "Mittellinien" (das sind die Verbindungslinien von Gegenkantenmitten) halbieren sich
gegenseitig.

Aufgabe 22
Eine Strecke AB ist durch die Ortsvektoren a und b ihrer Endpunkte A und B gegeben.
T ist ein Punkt der Strecke AB und teilt diese im Verhdltnis x : y.

a) Dricken Sie den Ortsvektor t = OT durch a und b aus.

b) Ersetzen Sie x : y durch k.

c) Zeichnen Sie fur k= 1/2, 3/4, 1, 2, 4.

d) Zeichnen Sie fur k= -4, -2, -3/2, -5/4.

e) Zeichnen Sie fur k= -1/4, -1/2, -3/4.

f) Rechnen Sie in Koordinaten mit A(O; 0) B(6; 0).

g) Wie &ndert sich k, wenn sich T von rechts bzw. von links an A bzw. an B ann&ahert?

h) Zeigen Sie: Erhalt man mit k den Teilpunkt T, so erhalt man mit -k den vierten harmonischen
Punkt S zu A, Bund T.

i) Zeigen Sie:
Teilen S und T die Punkte A und B harmonisch im Verhéltnis k, so teilen auch A und B die
Punkte S und T harmonisch. Bestimmen Sie das zugehdrige Verhaltnis in Abhéngigkeit von k.

Aufgabe 23

a) Zeichnen Sie eine Strecke AB mit 4 cm Lange. (Platzbedarf: 5 cm von A nach links, oben und
unten; nach rechts 12 cm). A sei Ursprung, B Einheitspunkt eines eindimensionalen
Koordinatensystems (Gerade AB als x-Achse).

b) Bestimmen Sie zu den gegebenen Teilverhaltnissen k die Koordinate x des zugehérigen
Teilpunkts T und umgekehrt. Fiillen Sie die Tabelle aus.

k=TV(ATB) | -1 |[-1/2| O 1/5 1 5/4 2 3

Xt 1/3 | 1/2 1 3 -3

c) Tragen Sie k als Hochwert Uber der x-Achse ab. Sie erhalten die Teilverhaltnisfunktion.

d) Berechnen Sie aus den Koordinaten 0, 1 und x der Punkte A, B und T den Wert des
zugehdrigen Teilverhaltnisses k = TV(ATB). Losen Sie auch nach x auf.

e) Wie verandert sich das Teilverhaltnis k = TV(ATB), wenn man die Reihenfolge der Punkte A,
T, B permutiert? Wie ergibt sich z. B. TV(BTA) aus TV(ATB)?
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Aufgabe 24
Geben Sie mit Hilfe von Verknupfungstafeln Beispiele fur

a) ein zwar kommutatives aber nicht assoziatives Verknupfungsgebilde
b) ein zwar assoziatives aber nicht kommutatives Verkniipfungsgebilde
c) ein weder assoziatives noch kommutatives Verknipfungsgebilde.

Aufgabe 25
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) In beliebigen Verknlpfungsgebilden gibt es hdchstens ein Neutralelement.
b) In Halbgruppen gibt es zu einem Element a hdchstens ein inverses Element.
c) In Halbgruppen gilt (vorbehaltlich der Existenz): (a*b)1=b1xa-1

d) Istjedes Element einer Gruppe selbstinvers, so ist die Gruppe kommutativ.

e) Eine nichtleere endliche Teilmenge U einer Gruppe G ist schon dann Untergruppe, falls U
abgeschlossen ist.

f)  Fur eine beliebige nattrliche Zahl m gilt: Die von der Nullrestklasse verschiedenen
Restklassen mod m bilden bezuglich der Restklassenmultiplikation eine Gruppe.

Aufgabe 26
Stellen Sie Verknipfungstafeln auf und prifen Sie auf Gruppeneigenschatften:

a) Restklassenaddition mod 2, mod 3, mod 4, mod 5, mod 6, mod 7.

b) Restklassenmultiplikation (ohne 0) mod 2, mod 3, mod 4, mod 5, mod 6, mod 7.

c) Deckabbildungen eines Rechtecks mit der Verkettung als Verknupfung.

d) Deckdrehungen eines regelmaligen Sechsecks mit der Verkettung als Verkntpfung.

e) Permutationen einer dreielementigen Menge M = {a, b, c} mit der Verkettung als Verknipfung.
f) Deckabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks mit der Verkettung als Verknipfung.

g) Samtliche mdglichen Verkettungen der beiden reellen Funktionen f und g untereinander

1 -1
f. X—> — und g: x> ——
X 1+x

Aufgabe 27
Es sei (U, *) eine Untergruppe einer Gruppe (G, *).

a) Zeigen Sie: Die Relation aR b, gdw. a* b-1l e U, isteine Aquivalenzrelation in G.
Weisen Sie nach, dass die Aquivalenzklassen der Relation R genau die Rechtsnebenklassen
von U in G sind. R heif3t Rechtskongruenz mod U in G.

b) Zeigen Sie: Die Relation a L b, gdw. al*peu, isteine Aquivalenzrelation in G.
Weisen Sie nach, dass die Aquivalenzklassen der Relation L genau die Linksnebenklassen
von U in G sind. L heif3t Linkskongruenz mod U in G.

c) Vergleichen Sie die zahlentheoretische Kongruenzrelation mod m mit der Rechts- bzw.
Linkskongruenz mod U, wobei U =m Z (= Vielfachenmenge von m) in der Gruppe (Z, +) der
ganzen Zahlen.

Aufgabe 28

a) Stellen Sie Verknipfungstafeln auf fir die Restklassenkdrper mod 2, mod 3 und mod 5.

b) Konstruieren Sie Verknipfungstafeln fir einen Kérper mit vier Elementen.
Hinweis: Die additive Gruppe ist eine Kleinsche Vierergruppe und die multiplikative Gruppe ist
eine zyklische Dreiergruppe.
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Aufgabe 29

a)

Gegeben sind A(-3; 5) und B(3; -4). Bestimmen Sie die Teilpunkte flr die Teilverhaltnisse
TV(ATB) = 0,5 bzw. TV(ASB) = - 0,75. Kontrollergebnisse: T(-1; 2), S(-21; 32).

b) Gegeben sind die kollinearen Punkte A(3; -5), B(-1; 0) und C(0,6; -2).
Bestimmen Sie den vierten harmonischen Punkt D, so dass AB und CD harmonisch liegen,
also TV(ACB) = - TV(ADB) ist. Zeigen Sie, dass dann auch gilt: TV(CAD) = - TV(CBD).
Kontrollergebnis: D(-9; 10).

c) Gegeben A(1; 1,6) und T(5; 4). Gesucht B, so dass TV(ATB) =0,4.
Kontrollergebnis: B(15; 10).

d) Man teile die Strecke AB mit A(-9; 15; -2) und B(-12; -6; 4) in drei gleiche Teile.
Kontrollergebnis: P(-11; 1; 2), Q(-10; 8; 0).

Aufgabe 30

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(O; 0), B(7; 0) und C(4,5; 6) in einem kartesischen
Koordinatensystem. Legen Sie eine Kontrollzeichnung an.

a)
b)

c)

d)
e)

f)
9)

h)

Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks.

Berechnen Sie den Teilpunkt T auf AB fur das TV(ATB) = A = 15/13.
Zeigen Sie: T liegt auf der Winkelhalbierenden von c.

Berechnen Sie den Schnittpunkt R der Winkelhalbierenden von a mit BC. In welchem
Verhaltnis p teilt R die Strecke BC?

Berechnen Sie den Schnittpunkt J von AR mit CT.

Berechnen Sie den Schnittpunkt S von AC mit BJ.

In welchem Verhéltnis v = TV(CSA) teilt S die Strecke CA?

Zeigen Sie, dass BS Winkelhalbierende von b ist.

Bestatigen Sie am vorliegenden Beispiel folgende Satze:

Satz von Ceva: Drei Ecktransversalen AR, BS und CT eines Dreiecks ABC sind genau dann
kopunktal, wenn gilt: TV(ATB) * TV(BRC) * TV(CSA) = 1.

Satz von der Winkelhalbierenden: Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite
im Verhaltnis der anliegenden Seiten.

Satz von der Inkreismitte: Die Winkelhalbierenden im Dreieck sind kopunktal. Ihr Schnittpunkt
ist die Inkreismitte.

In welchem Verhaltnis teilt J die Strecken AR, BS und CT?
Kontrollergebnisse: T(15/4; 0), R(168/29; 84/29), S(7/3; 28/9), J(4; 2).

Aufgabe 31
Beweisen Sie folgende Satze Uber Lineare Abhangigkeit von Vektoren:

a)
b)

C)
d)
e)

f)

g9)

Enthélt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, so ist sie sicher linear abhéngig.

Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhangig, so gibt es mindestens einen
Vektor in der Menge, der sich aus den ubrigen linear kombinieren lasst.

Jede Obermenge einer linear abhangigen Menge von Vektoren ist linear abhangig.
Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge von Vektoren ist linear unabhangig.

Ist b eine Linearkombination der Vektoren aq, ap, ..., ap, so ist die Menge {a1, ay, ..., ap, b}
linear abhéngig.

Ist die Menge {a1, ay, ..., an} linear unabhangig und {aq, ay, ..., ap, b} linear abhangig, so lasst
sich b linear aus den aj kombinieren.

Ist {aq, a, ..., ap} linear unabhangig und b keine Linearkombination der aj, so ist die Menge
{a1, ag, ..., ap, b} ebenfalls linear unabhangig.
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Gegeben sei der Kérper (R, +, *) der reellen Zahlen mit den Kdrpereigenschaften:

K1: (R, +) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement O.
K2:  (RY{0}, *)ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement 1.
K3: Es qilt das Distributivgesetz: a*(b+c)=a*b+a*c.
Ein Vektorraum (V, #, ¢) Uber dem Korper (R, +, *) mit nichtleerer Menge V von Vektoren ist
ein Gebilde mit folgenden Axiomen:
V1 (V, #) ist eine kommutative Gruppe mit Neutralelement 0 (Vektormodul).
V2: e isteine Abbildung von R xV in V mit folgenden Eigenschaften (S-Multiplikation):

S1: re(sev)=(r *s)ev S2: (rts)ev=(rev)#(sev)
S3: re(v#w)=(rev)#(rew) S4. lev=y
Aufgabe 32

a) Beweisen Sie das Untergruppenkriterium:
Eine nichtleere Teilmenge T einer Gruppe (G, *) ist bereits dann Untergruppe, wenn gilt:

U1:T ist abgeschlossen, d. h. mita und b istauch a*b in T und

U2:T enthalt mit jedem Element a auch das Inverse al zua
b) Zeigen Sie, dass fir endliche Teilmengen T bereits die Forderung U1 allein genlgt.
c) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium:

Eine nichtleere Teilmenge W eines reellen Vektorraums (V, #, ) ist bereits dann ein
Untervektorraum, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

UVR1: W ist abgeschlossen bez. der Vektoraddition # und

UVR2: W ist abgeschlossen bez. der S-Multiplikation,
d. h. mit vaus W giltauch rev aus W fir jede reelle Zahl r.

d) Beweisen Sie, dass fir jeden Vektorraum gilt:

(1) Oea=0 fur beliebige Vektoren a
(2)re0=0 fur beliebige reelle Zahlen r
(3) (~r)ea=— (rea) fir beliebige reelle Zahlen r und Vektoren a
(4) Aus rea=0 folgt r=0 oder a=0.
Aufgabe 33

Beweisen Sie folgende Satze Gber homogene lineare Gleichungen bzw. Gleichungssysteme:

a) Ist x ein Lo6sungsvektor, so auch r e x fiir beliebiges reelles r.

b) Sind x und y Ldsungsvektoren, so auch x #y und sogar (r e X) # (s e y) fir beliebige r, s.
c) Die Losungsvektoren eines homogenen LGS bilden einen Vektorraum (siehe Nr. 32 c)).

Aufgabe 34

Eine Abbildung f eines Vektorraums V in einen Vektorraum W heif3t linear, wenn gilt:

f(x #y)=1f(x) #f(y) und f(r*x) =r*f(x) fur beliebige Vektoren x,y und Zahlenr.
a) Zeigen Sie: f(0)=0 f(-x) = - f(x)

b) Zeigen Sie: f((r*a) # (s *b)) =r*f(@))# (s * f(b).

In Worten: Bild einer Linearkombination = Linearkombination der Bilder.

c) Zeigen Sie: Die Menge aller Vektoren k aus V, fur die gilt f(k) =0 bildet einen
Untervektorraum U von V. Dieser heif3t der Kern von f.
Ist k ein Kernvektor so gilt: f(x # k) = f(x).

d) Gilt f(x) =f(y) so unterscheiden sich x und y nur durch einen Kernvektor, es gilt also
x -y =k wobei k ein Kernvektor ist.

e) Die Klassen bildgleicher Elemente unter f sind genau die Nebenklassen des Kerns.
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Aufgabe 35
Zeigen Sie fir beliebige Vektorrdume:

a) k*a =0 gilt genau dann, wenn k = 0 oder a = 0.
b) Beweisen Sie das Untervektorraumkriterium.
c) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Untervektorraume ist ein Vektorraum.

d) In einem n-dimensionalen Vektorraum ist jedes linear unabhangige System von n Vektoren
eine Basis.

e) Sind U; und U, zwei Teilrdume so ist die Vereinigung von U; und U, genau dann wieder ein
Teilraum, wenn U; Teilmenge von U, oder U, Teilmenge von U; ist.

Aufgabe 36
Sind folgende Mengen lineare TeilrAume des R3?

a)A:{(Xl,Xz,Xg)l 2X1-2X2+X3:0} b)B:{(Xl,Xz,X3)| 2X1-2X2-2X3:1}

Aufgabe 37
a) Kombinieren Sie b = (0; 4; -2) linear aus aj = (1; 0; 0), ap = (1; 2; 0) und az = (0; 1; -1).
b) Istbq=(3;-1; 1) bzw. bp = (-1; 1; 0) linear abhangig von a1 = (1; 1; 1) und ap = (0; 2; 1)?

Aufgabe 38

Im R3 sind folgende Mengen gegeben:

U, ={(1; 3; 0), (-2; 1; 2)}, U, ={(3;5; 2), (1; 1; 1), (3; 6; 1,5)},
Us={(3:5;2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}, Us={(3;5; 2), (1, 1; 1), (3; 6; 2), (8; 13; 6)}.

a) Welche dieser Mengen sind linear unabhangig, welche bilden eine Basis des R3?
b) Bestimmen Sie jeweils den Rang und eine Basis der von den Mengen aufgespannten Raume.

c) Geben Sie ein System von n+1 Vektoren des K" an, von denen je n linear unabhéngig sind.
K sei dabei ein beliebiger Korper.

Aufgabe 39

a) Zeigen Sie, dass U ={(3; 5; 2), (1; 1; -1), (2; 4; 1)} eine Basis des R3 ist.

b) Ersetzen Sie nach dem Austauschsatz von Steinitz zwei Vektoren in U durch die Vektoren
b1=(1;,3;0)und by =(-2; 1; 2).

Aufgabe 40
Stellen Sie den Vektor b = (1; 3; 0) des R® beziglich der beiden Basissysteme U1 und Uy dar:
U ={(1;0;0), (1; 1; 0), (1; 1; 1)} und Up ={(3; 5; 2), (1; 1;-1), (2; 4; 1)}.

Aufgabe 41

A={(1;3;-2;4), (-1;-1; 5;-9), (2; 0; -13; 23), (1; 5; 1; -2)}

B={(2;3;-1;0),(-4,50; 1), (6-2;2;-2), (-2;8;1;3)}

a) Stellen Sie die Vektoren jeweils als Zeilenvektoren einer Matrix dar.

b) Berechnen Sie jeweils den Zeilenrang und eine Basis flr den von den Zeilenvektoren
aufgespannten Unterraum.

c) Berechnen Sie jeweils den Spaltenrang und eine Basis fiir den von den Spaltenvektoren
aufgespannten Unterraum.

Aufgabe 42
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des von folgenden Vektoren aufgespannten
Unterraumes des R>: (1; 1; 0; 1; 1), (0; 0; 1; 1; 0), (0; 1; 0; 0; 0),.(1; 0; 0; 1; 1),.(1; 0; 1; 0; 1).
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Aufgabe 43
Gegeben sind die Punkte P(-1; 3), Q(1; -1) und R(Z; 5) in einem Parallelkoordinatensystem.
Fihren Sie eine Kontrollzeichnung neben Ihrer Rechnung.

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Gerade PQ (Parameterdarstellung und Koordinaten-
gleichung). Ermitteln Sie die Schnittpunkte X und Y von g mit den Koordinatenachsen.
In welchem Verhaltnis teilen X bzw. Y die Strecke PQ?

b) Geben Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung von h = QR an.
Beschreiben Sie die besondere Lage von h.
Wie und in welchem Verhéltnis teilt die x-Achse die Strecke QR?

c) Bestimmen Sie den Punkt T auf PR mit dem TV(PTR) = - 0,6.
Ermitteln Sie den vierten harmonischen Teilpunkt U fur die Strecke PR.

d) Eine Gerade k hat die Achsenabschnitte s = 2,5 auf der x-Achse und t = - 2,5 auf der
y-Achse. Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung von k mit ganzzahligen Koeffizienten.
Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von k und zeigen Sie, dass k zu PR parallel ist.

e) Berechnen Sie die Seitenmitten und den Schwerpunkt des Dreiecks PQR. Bilden Sie das
Dreieck PQR durch Punktspiegelung am Schwerpunkt S ab auf das Dreieck P'Q'R'.
Zeigen Sie, dass S auch Schwerpunkt von Dreieck P'Q'R" ist.

f) Es seir die Schragspiegelung an der Geraden g in Richtung der Geraden k. Durch r geht die
Gerade h in h”* tiber. Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung, eine Koordinatengleichung und
die Achsenabschnitte von h*.

g) Die Gerade a habe folgende Eigenschaft:
Schragspiegelung an a in Richtung g bildet die x-Achse auf die y-Achse ab.
Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung fir a.

Aufgabe 44

Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und die Gerade g... x =(3; 0; 2) + k * (0; -3; 1).

a) Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden der
Ebene E.

b) Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.
Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen.
(Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen).

c) Ermitte*ln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der Spurpunkte von
g ist. g sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf die Ebene E.
Bestimmen Sie eine Gleichung von g'.

d) Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen. Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf
g, fur den v = - 2w gilt. Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse TV(BAC), TV(CBA) und TV(ACB).

e) Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r; s; t) auf P'(r'; s'; t') ab. Die Punktspiegelung an
B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die Abbildungsgleichungen an.
Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist. Bestimmen Sie
die Verschiebungsvektoren der Translationen fir beide Verkettungsreihenfolgen.

f) Gegeben ist die Gerade h... x = (6;-6; 7) +t* (3; 2; 0).
Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die Spurpunkte von
h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?
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Aufgabe 45
Beweisen Sie den Satz von Ceva:

Sind AA', BB' und CC' kopunktale (!) Ecktransversalen im Dreieck ABC,
so gilt: TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = 1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese. Beweisidee?

Aufgabe 46
Beweisen Sie den Satz von Menelaos:

Sind A", B' und C' drei kollineare (1) Punkte auf den drei Seitengeraden
des Dreiecks ABC, so gilt:

TV(AC'B) * TV(BA'C) * TV(CB'A) = -1.
Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung. Formulieren Sie diese.
Beweisidee?

Aufgabe 47
Beweisen Sie den Satz vom vollstdndigen Vierseit:

Auf jeder Diagonalen werden die Ecken des Vierseits durch
die beiden Diagonalpunkte harmonisch getrennt:
Also z. B. TV(APC) = - TV(AQC) usf.

Hinweis: Benutzen Sie Ceva mit Punkt B und Menelaos mit
Gerade CAQ fur Dreieck DEF.

Aufgabe 48

Das Funfeck ABCDE mit A(7; 4; 0), B(3; 4; 0), C(3; 4; 2), D(5; 4; 4,5) und E(7; 4; 2) ist Grundflache
eines Prismas, dessen Kanten parallel zur y-Achse verlaufen. Die Ebene (E) enthalt die Punkte A,
B und G(5; 1, 4,5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Prismenkanten mit der Ebene (E).

Zeichnen Sie ein Schragbild (a = 45°; k = 0,5). Deuten Sie die Figur als Bild einer Dachgaube.

Aufgabe 49

Die Gerade g enthalt die Punkte A(2; 1; 3) und B(2; 0; 4), die Gerade h die Punkte C(2; 1; 7) und
D(4; 0; 7). Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

Welche Ebene (E) enthalt die Gerade g und den Punkt P(8; 8; 5)?

Welche Gerade t durch P trifft sowohl die Gerade g als auch die Gerade h?

Ermitteln Sie die zugehdrigen Schnittpunkte G und H.

Aufgabe 50

Die Ebene (E) geht durch die Punkte A(-5; 1; -2), B(-4; 3; -2) und C(-5; 3; -1).

Die Gerade g enthalt die Punkte D(1; -3; 1) und E(3; -4; 4), h die Punkte F(2; -5; 3) und G(4; 3; 5)
und k die Punkte H(-6; -3; -3) und K(-1; 3; -5).

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Ebene (E) mit den Geraden g, h und k.

Aufgabe 51

Die Gerade g geht durch A(5; -10; 6) und B(5; -5; 4). Fur a € R ist Dy(a + 3; 10; 2) gegeben.
Die Gerade h, geht durch C(3; 0; -2) und D,.

Fir welche a schneiden sich g und h,, fir welche a sind g und h, parallel?

Zeigen Sie: Alle D, liegen auf einer Gerade und alle Geraden h, liegen in einer Ebene.
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1 3 2 0 -4 1 -2 -5
Aufgabe 52 A= B = C=|1 O D 3 4 0
-3 4

2 - 3 -2 6
Berechnen Sie A*B, B*A, C*D und D * C. (Kontrolle mit Computerprogramm!).

Aufgabe 53

Zeigen Sie, dass die folgenden drei Geraden im R2 ein Dreieck bilden und bestimmen Sie die
Dreiecksecken: g..x+3y=5 h..3x+2y=8 i...2x-2y=-6.
Ergebnis: P(2; 1), Q(-1;2), R(2/5;17/5).

Aufgabe 54

Bestimmen Sie alle gemeinsamen Punkte der folgenden vier Ebenen des R3. Zeigen Sie, dass die
Ebenen einem Ebenenblischel (alle Ebenen durch eine gemeinsame Gerade als Achse)
angehdren und bestimmen Sie die Blschelgerade.

E..x+4y-2z=3 F..3x+2y=1 G..4x+y+z=0 H..3x-8y+6z=-7
Ergebnis: Achse a... x = (-1/5; 4/5; 0) + t * (-2; 3; 5)
Aufgabe 55
Bestimmen Sie zu folgenden Matrizen jeweils die Inversen. Kontrollieren Sie mit einem Rechner.
1 3 -1 4
0 21 1 -05 O 1 -1
2 5 -1 3
A=|-2 -4 2| B=|-05 0,25 05 c=(3 1 -3| D=
0 4 -3 1
1 2 0 0 05 1 1 -2
-3 1 -5 -2
Aufgabe 56

a) Losen Sie das homogene lineare Gleichungssystem mit der untenstehenden
Koeffizientenmatrix A. Ergebnis: x =t * (1, -2; 3; 2).

b) Losen Sie die inhomogenen linearen Gleichungssysteme mit den untenstehenden erweiterten
Matrizen B bzw. C.

Ergebnisse: B..x =(2; -3; 5). C.x=(3;0;-3;0)+r*(-3;1;0; 0) +t*(5; 0; 2; 1).
7 -1 0 I 17 1 3 -4 3 | 9
1 1 1 1
3 0 11 1 3 9 -2 111 -3
A=(-1 1 1 0] B= C=
4 -1 0 I 11 4 12 6 -8 | 6
1 0 -1 1
10 0 1 I 25 2 6 2 -14 1 -12
Aufgabe 57

Gegeben sind die drei linearen Gleichungssysteme (1), (II) und (111) mit derselben
Koeffizientenmatrix A:

X1+3X2+ X3 =0 = =
2X1 + 2X2 + X3 =0 = =
4xo + tx3 =0 =2 =1

0] (1) (11
a) Losen Sie die drei Gleichungssysteme durch elementare Umformungen in einem Arbeitsgang.
Ermitteln Sie die Losungsmenge von (I) in Abh&ngigkeit von t.

b) Fdr welche t besitzen (1) bzw. (lll) Losungen, fur welche sogar eindeutige?
Fur welche t sind (II) bzw. (Ill) unlésbar?

c) Bestimmen Sie die Losungsmengen von (Il) und (Ill) in Abh&angigkeit von t.
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Aufgabe 58

2X1 - 3X2 +  5X3 =(t+3=1-3
10xq +4xo - 13x3 ={-4 =4
14x1 - 2x2 + (t-5)x3 = -2 =2

(1 (In)

a) Formen Sie die Koeffizientenmatrix und beide rechte Spalten | und Il in einem Arbeitsgang in
Dreiecksform (Staffelform) um. Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix?

b) Bestimmen Sie die Lésungsmenge der beiden Systeme flr t = 0.
¢) Ermitteln Sie alle Lésungen der beiden Systeme, fir welche x3; =0 ist.

d) Fur welchen Wert t1 von t besitzt das homogene System einen eindimensionalen
Lésungsraum? Bestimmen Sie diesen Lésungsraum.
Beschreiben Sie den Lésungsraum des homogenen Systems fir t = tq.

e) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Wert t, von t, fir den das System (I) keine Losung besitzt.
Geben Sie t; an. Wie viele Lésungen besitzt das System (I) im Falle t = t,?

f) Bestimmen Sie fur t = 2 die Losungsmenge des Systems (l1).
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung von (I1) fur t = 2.

Aufgabe 59

Gegeben ist das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem mit dem reellen Parameter t:

X + y - z = 1
2X + 3y + tz = 3
X + ty + 3z = 2

Es sei L die Losungsmenge dieses inhomogenen Gleichungssystems und H¢ die Losungsmenge
des zugehdrigen homogenen Systems.

a) Ermitteln Sie die Losungsmengen Lg, L1 und Ly zu den Parametern t=0, t=1und t=2.
Was folgt hieraus jeweils fir die Losungsmengen Hp, Hq und Ho?

b) Ermitteln Sie diejenigen Werte t* von t, fir welche das homogene System nicht nur die
triviale L6sung besitzt.
Bestimmen Sie die zu diesen Werten t* gehtrenden Losungsmengen Hix .

c) Furwelche Werte t besitzt das gegebene inhomogene Gleichungssystem
1) genau eine Ldsung,
(2) mehr als eine Losung,
(3) keine Losung ?
Zur Begrindung kdnnen bisherige Resultate herangezogen werden.
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Aufgabe 60 A= (2 L 4}

2 2 4
Die Gleichung A * x =y mit gegebener Matrix A vom Typ (m, n) = (2; 3) und Vektoren x aus R"
bzw. y aus R™ kann man interpretieren als Abbildung f, die jedem Vektor x aus R" einen Vektor y
aus R™ zuordnet.
Die Losungenvon A *x =0 bzw. A *x =b ergeben dann die vollstandigen Urbilder des
Nullvektors (das ist der Kern der genannten Abbildung) bzw. des Vektors b.

a) Bestimmen Sie fur die gegebene Matrix A die Bilder der Einheitsvektoren eq = (1, 0; 0),
e2=(0;1;0) und e3=(0; 0; 1) sowie der Vektoren u =(3;1;0) und v = (6; 2; 1).

b) Bestimmen Sie den Kern der durch A vermittelten Abbildung f, also die Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems A * x = 0.

c) Bestimmen Sie die vollstandigen Urbilder der Bildvektoren b = (7; 8) und ¢ = (18; 20).
Zeigen Sie, dass es sich jeweils um eine Nebenklasse des Kerns handelt.

d) Beweisen Sie, dass die obige Abbildung f linear ist, dass also gilt:

e) f(x+y)=fx)+f(ly) und f(k*x)=Kk*f(x).
Was ist demnach das Bild des Vektors w(1; 1; 1)?

2 21
Aufgabe 61 A=|1 3 1
0 4 t

a) Bestimmen Sie den Kern sowie die Urbilder der Vektoren b = (1; 1; 2) und ¢ =(1; 1; 1) bei
der durch die Matrix A gegebenen linearen Abbildung in Abhangigkeit vom Parameter t.

b) Bestimmen Sie die Bilder der Einheitsvektoren bei der gegebenen Abbildung.
Ergebnisse: t = 1: Kernist s * (-1; -1; 4); b besitzt kein Urbild; Urbild von c ist (1/4; 1/4; 0) + Kern.
t= 1: Kern ist O; Urbilder eindeutig: 1/(4t-4) * (t - 2; t — 2; 4) bzw. (1/4; 1/4; 0).

Aufgabe 62
Es sei f eine lineare Abbildung von V in W. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Das Bild des Nullvektors aus V ist der Nullvektor in W.

b) Das Bild einer la-Teilmenge von V ist eine la-Teilmenge von W.

c) Das Urbild einer lu-Teilmenge von W ist eine lu-Teilmenge von V.

d) Das Bild von V ist ein Unterraum von W.

e) Das Bild irgendeines Unterraumes von V ist ein Unterraum von W.

f) Das Urbild eines Unterraums von W ist stets ein Unterraum von V.

g) Die Dimension des Bildraums von V ist héchstens gleich der Dimension von V.

h) Der Kern von fist ein Unterraum von V.

i) Das Urbild f'l(w) eines Vektors w aus W ist eine Nebenklasse des Kerns: M = v + Kern(f).

Aufgabe 63
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen iiber eine lineare Abbildung f: V — W:

(10) fist bijektiv (also injektiv und surjektiv ).
(11) Rangf=dimV =dim W.
(12) Ist{bq, by, ..., b} eine Basis von V, so ist {f(b1), f(b2), ..., f(b)} eine Basis von W.

Hinweis: In diesem Falle nennt man f einen Vektorraumisomorphismus und die RAume V und W
sind isomorph.
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Aufgabe 64

Eine lineare Abbildung z: R® — R* ist durch die Bilder der kanonischen Basisvektoren bestimmt:
z(e1) = (1;-3;2;4), z(e2) =(5;-3;0; 2), z(e3z) =(-2; 0; 1; 1).

Bestimmen Sie den Kern, den Rang und den Defekt der Abbildung z.

Aufgabe 65
a) Zeigen Sie, dass durch ag =(2; 1; -1), ap = (1; 0; 3), ag = (-1; 2; 1) bzw. durch
b1=(1;1), b =(1;-1) je eine Basis des R® bzw. des R? gegeben ist.

0 2 3
b) A= (1 5 Oj beschreibt beziiglich der kanonischen Basen des R® und des R? eine lineare
Abbildung ¢: R®* - R?.

Welche Matrix hat ¢ beziiglich der Basen {aj, ap, agy des R*und {b1, by des R*?
Welche Koordinaten hat der Bildvektor des Vektors (4; 1; 3) hinsichtlich der Basis {b1, bo}?

Aufgabe 66
2 -1 3 4

M=|-1 6 4 9 | Die Matrix M beschreibt eine lineare Abbildung ¢: V — W.
5 -12 -2 -9

a=(3;2;1;,1),b=(10;-2;-3), c =(-2; 5; 5; 0) sind drei Vektoren aus V.
a) Bestimmen Sie den Rang von ¢ und die Bilder von a, b und c.

b) Welche Dimension besitzt der von a, b und ¢ aufgespannte Unterraum U und welche
Dimension besitzt sein Bild ¢(U)?

Aufgabe 67 ¢
A ={ay, ap, a3, a4} bzw. B = {bq, by, b3} seien Basis des R* bzw. des R®.
Durch ¢(a1) =-bq + 6bo - 12bg ¢(ap) =2bq - by +5bg
¢(ag) =3bq +4by - 2bg ¢(ag) =4bq + 9bs - 9bg
ist eine lineare Abbildung z: R* — R® bestimmt.
a) Ermitteln Sie die Bildvektoren zuu =(2; 3; 1; 1), v =(0; 1; -2; -3) und w = (5; -2; 5; 0).
Berechnen Sie auRerdem das Bild ¢(t) des Vektors t =u + 2v + w.
b) Geben Sie die Abbildungsgleichungen fir ¢ an. Warum kann ¢ nicht injektiv sein?

c) Ermitteln Sie Rang und Kern der Abbildung ¢. Geben Sie eine Basis des Kerns an.
Folgern Sie, dass ¢ auch nicht surjektiv ist.

d) Bestimmen Sie die Menge Y aller Urbilder von y' = -15bq + 2b5 - 28bg in R*.
Zeigen Sie, dass es zu z' = 11bq und damit auch zu b1 kein Urbild in R* gibt.

e) Es sei U dervonu, v undw aus a) aufgespannte Unterraum des R* Ermitteln Sie die
Dimensionen von U und von ¢ (U). Was folgt hieraus Gber den Unterraum U n (Kern ¢)?
Geben Sie eine Basis von U n (Kern ¢) an.

f) Bestimmen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse die zu U gehérenden Urbilder des
Vektors y' aus d).

g) Ermitteln Sie eine Basis C = {cq, ¢, c3, C4} des R* und eine Basis D = {d1,dp, d3} des R3 so
dass die lineare Abbildung ¢ beztiglich dieser Basen durch eine Matrix der Gestalt
a 0 0@ 0

M=|0 b 0 0| beschrieben wird. Welche Werte nehmen a, b und c dabei an?
0 0c O
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Aufgabe 68
3/5 4/5

4/5 -3/5

Durch die Gleichung x’ = A *x + ¢ mit Matrix A = ( j und Vektor ¢ = ( 4 j wird eine
affine Punktabbildung des Rz in sich definiert.
a) Berechnen Sie die Bilder der Punkte A(1; 0); B(0; 1); C(1; 1); D(0; 0); E(-5; 0).
Fertigen Sie eine Zeichnung an und tragen Sie lhre Ergebnisse ein.
b) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung.
c) Die zur obigen Punktabbildung gehérige Vektorabbildung wird durch die homogene
Transformation x’ = A * x beschrieben. Berechnen Sie den Kern der Abbildung.

d) Bestimmen Sie die Eigenvektoren dieser Vektorabbildung. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis
in b). Welche geometrischen Schliisse kbnnen Sie Uber die Art der Abbildung aus ihren
Ergebnissen ziehen?

e) Bestimmen Sie eine Normalform der angegebenen Punktabbildung durch Wabhl eines
problemangepassten Koordinatensystems. Gehen Sie dazu in zwei Schritten vor:

f)  Wabhl eines Fixpunkts als neuen Koordinatenursprung.
g) Wahl der erhaltenen Eigenvektoren als neue Basisvektoren.
h) Von welcher einfachen Form wird die Abbildungsmatrix im neuen Koordinatensystem?

1 1 1

-1 1 2 1 1 5

Aufgabe 69 A=|7 -3 -4 -1 a= 1 b= ! c= 3
-1 3 7 4

3 -1 1

A beschreibt eine lineare Abbildung z des R* in den R®.

a) Ermitteln Sie die Bilder von a, b und ¢ sowie die Dimension und eine Basis von z(U).

b) Bestimmen Sie den Kern der durch A vermittelten Abbildung.

c) Berechnen Sie das Urbild des Vektors (1; -5; 2).

d) Zeigen Sie, dass keiner der kanonischen Basisvektoren des R3 bei z ein Urbild im R* besitzt.
e) Warum ist die Frage nach Eigenvektoren in diesem Fall nicht sinnvoll?

0 2 10 0 19 -2 4 C
Aufgabe 70 A=(6 7} B=|0 1 0| C=|4 10 -2 A’=(6 , J
0 2 4 4 -8 25 B

a) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des Rz in sich. Zeigen Sie, dass A bijektiv ist.
Hinweis: Benutzen Sie die einschlagigen Satze.

b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren der durch A vermittelten Abbildung, also die Vektoren x mit
der Eigenschaft x'= A * x =t * x. (Hinweis: Dazu ist das homogene lineare Gleichungssystem
mit der Matrix A" nichttrivial zu |6sen. Benitzen Sie ein Computerprogramm.)

Ergebnisse: t = 4 ergibt (-1; 2) und t = 3 ergibt (-2; 3).

¢) Wabhlen Sie nun die beiden in b) berechneten Eigenvektoren als Basis des R2 und stellen Sie
die Abbildungsmatrix beziglich dieser Basis auf.

d) Verfahren Sie mit den Matrizen B und C, die Abbildungen des R3 in sich darstellen, gemaf a)
bis c). Ergebnisse: B: t=2: (1;0;0), t=4: (0;0;1), t=1:(15;-1,5;1)

C: t=18:(2;1,0), t=27:(0,5;0; 1), t=9:(0; 2; 1).
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Aufgabe 71
X +y -z =b Lassen sich reelle Zahlen a und b so bestimmen,_dass das
X -ay -z = 2a gegebene Gleichungssystem a) keine
2X +y = b+2 b) genau eine c) unendlich viele Losungen besitzt?
X +z = Geben Sie eine vollstandige Ubersicht tiber alle méglichen
Falle und die zugehdrigen Losungen.
Ergebnisse: a =-1: nurlosbar falls b = - 2: (0; 0; 2) + s *(1; -2; -1).
a=-1: eind. Lésung 1/2*a+2)*[a*(b+4)+2;2*(b-2a);2—-b*a]

Aufgabe 72
2X1+axo + Xg+4x4=-2 Fur welche reellen Werte a bzw. b hat das gegebene
BXg+ X, +3X3-X4 =-4 Gleichungssystem a) keine  b) genau eine
X1 +X3+3x,=0 c¢) unendlich viele Lésungen?

=X, +2X3+5x4s= b Geben Sie eine vollstdndige Lésungsiubersicht.
Ergebnisse: a=0: eindeutig l6sbar 1/11* (b-26;48-12b; 14 +2b; 4 -b)

az0: a=1/2: b =4: Losung einparametrig:(0; -4; 0; 0) + s * (-1; 2; 1, 0)
b #4: keine Losung.
a=1/2: eind. Losung: 1/(11*(2a-1)) * (26-10ab-4a-b; 12(b-4); 4a(4b-5)-2(b+7); (2a-1)(4-b)).

2 0 1 -1
Aufgabe 73 A= A
4 -6 -11 -1
4 -6 -7 -5

Die vorstehende Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R* in sich und zwar beziiglich der
kanonischen Basis.

a) Bestimmen Sie den Bildraum der linearen Abbildung sowie eine zugehdorige Basis.

b) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung sowie die Urbilder der folgenden Vektoren:
a=(1;1;1;1); b=(4;-14;,-8;8); c=(1;0;0;0); d=(2;2;-22;-14).

c) Bestatigen Sie den Dimensionssatz fur lineare Abbildungen.

Aufgabe 74

Die Abbildungsgleichung f(X;y;s;t)=(x—y+s+t; x+2s-1,x+y+ 3s - 3t) definiert eine lineare

Abbildung des R* in den R®.

a) Berechnen Sie die Bilder der kanonischen Basisvektoren sowie der Vektoren
u=(1;2;3;4) und v=(1;1;1;1).
Geben Sie die Matrix A dieser linearen Abbildung f an.

b) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des Bildraums W = f(R4).

c) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des Kerns K der Abbildung f.
Kontrollergebnis: Kern =k * (2; 1; -1; 0) + 1 * (1; 2; 0;1)

d) Bestatigen Sie den Dimensionssatz Uber lineare Abbildungen.

e) Ermitteln Sie jeweils das vollstédndige Urbild der Vektoren r' = (1; 2; 3) und s' = (1; 1; 0).

f) Ergénzen Sie die beiden kanonischen Basisvektoren e1 und e des R* durch zwei
Kernvektoren zu einer Basis des R*.

g) Zeigen Sie, dass f(eq1) und f(eo) eine Basis des Bildraums W = f(R?) bilden.
Ergéanzen Sie diese beiden Vektoren zu einer Basis des R3.

h) Welche einfache Matrix (Normalform) besitzt die Abbildung f beztglich dieser beiden Basen?
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Aufgabe 75
a) Berechnen Sie die Seitenlangen und die Winkelgréf3en des gegebenen Dreiecks ABC unter
Verwendung des Skalarprodukts. A(8; 0), B(10; 11) und C(0; 6)

b) Berechnen Sie jeweils das Produkt zweier Seitenvektoren des Dreiecks und deuten Sie das
Ergebnis geometrisch als Rechtecksflache.

c) Beweisen Sie den Projektionssatz: In jedem Dreieck sind die Rechtecke aus einer Seite und
der senkrechten Projektion der Nachbarseite auf diese Seite inhaltsgleich.

d) Berechnen Sie die Hohen und deren Ful3punkte sowie die Winkelhalbierenden und deren
Teilpunkte.

e) Bestatigen Sie den Satz tiber die Eulergerade: Schwerpunkt, Umkreismitte und
Hohenschnittpunkt liegen auf einer Geraden (Eulergerade des Dreiecks). Der Schwerpunkt
teilt die Strecke zwischen Hohenschnittpunkt und Umkreismitte im Verhaltnis 2 : 1.

S

Aufgabe 76 M\60 °
a) Welche Arbeit verrichtet die Kraft F1 =500 N langs des Weges F1
s =25m?

b) Um eine Masse m =5 kg mit konstanter Geschwindigkeit v =20 m/s auf
einer Kreisbahn von r =2 m Radius zu halten ist eine Zentripetalkraft von
F=m=*v2/r notig. Berechnen Sie den Betrag dieser stets auf den
Mittelpunkt ausgerichteten Kraft F. Welche Arbeit W = F * s verrichtet M F
diese Kraft F langs eines Bahnumlaufs der Masse m?

c) Zeigen Sie vektoriell:
Die beiden Winkelhalbierenden einer Geradenkreuzung stehen aufeinander senkrecht.

Aufgabe 77

a) Gegeben: A(-2; 1; 4), B(1; - 5; 7), C(4; 3; 2), D(-1; 5; 11)

¢ Beweisen Sie, dass die in A zusammentreffenden Kanten der Pyramide ABCD paarweise
senkrecht zueinander stehen.

e Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCD.

e Bestimmen Sie den Neigungswinkel der Kanten BD und CD gegen die Grundflache ABC.
e Ermitteln Sie den Neigungswinkel der Seitenflache BCD gegen die Grundflache.

o Berechnen Sie den Abstand des Punktes A von der Seitenflache BCD.

b) Gegeben: g:... x=(1;2;5)+r*(-3;-6; 2) h:... x=(4;4;6)+s*(0;-2; 1)
o Welche besondere Lage hat die Gerade h im Raum R3?

e Beweisen Sie, dass g und h zueinander windschief sind und berechnen Sie deren
Abstand.

e Bestimmen Sie den Abstand des Punkts A(1; 2; 5) von der Geraden h.
¢ Bestimmen Sie die Gerade k durch A parallel zur x-y-Ebene, die die Gerade h schneidet.
e Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von h und k sowie den spitzen Winkel zwischen h und k.

¢ Bestimmen Sie die Spurpunkte von g und von h sowie die Projektionen von g bzw. h auf
die Koordinatenebenen.
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Aufgabe 78

a)

b)

Gegeben: E...x=(1;0;3)+r*(3;2;2) +s*(0;-2; 1).g... X=(5;-2;-1) +t* (0; 1; 1)
Bestimmen Sie

1. Normalengleichung von E. Schnittpunkt S sowie Schnittwinkel zwischen E und g.
2. Spurgeraden von E in den Koordinatenebenen.

3. Spurpunkte von g. Projektionen von g in die Koordinatenebenen.

4. Gleichung der Geraden p, die die senkrechte Projektion von g auf E ist.

5. Gleichung von ¢', die zu g symmetrisch bezuglich E liegt.

6. Abstand des Punktes G(5; - 2;-1) von E.

7. Abstand des Ursprungs von g und Ful3punkt des Lots vom Ursprung auf g.

Gegeben: E;... 2x+y-2z-3=0. E2..x-y+3z=0. g..X=(2;5;1)+t*(-5; 6;-2)
Bestimmen Sie

1. Parameterdarstellungen und Achsenabschnitte von E1 und Es.

2. Lage von g zu E; bzw. E; und ggf. Schnittpunkt bzw. Abstand.

3. Schnittgerade h und Schnittwinkel zwischen E; und Ej.

4. Abstand des Punkts A(2; 5; 1) von E; bzw. von Eo.

5. Gleichung der Spiegelebene von E; an E;j.

6. Gerade k in der Ebene Ej;, mit k senkrechtzu g und B(-1; 2; ?) auf k.

7. Nachweis, dass g und k windschief zueinander.

Aufgabe 79
Gegeben sind die Ebene E...2x - 3y - 6z + 12 = 0 und die Gerade g... x =(3; 0; 2) + k * (0; -3; 1).

a)

b)

f)

Ermitteln Sie die Achsenabschnitte, eine Parameterdarstellung sowie die Spurgeraden der
Ebene E.

Zeigen Sie, dass g zu einer der Koordinatenebenen parallel ist und bestimmen Sie die
Schnittpunkte von g mit den beiden anderen Koordinatenebenen.

Ermitteln Sie Koordinatengleichungen der Projektionen von g auf die Koordinatenebenen.
( Die Projektion soll jeweils in Richtung der dritten Achse erfolgen).

Ermitteln Sie den Schnittpunkt S von E mit g und zeigen Sie, dass S einer der Spurpunkte von
g ist. g* sei das Bild von g bei der Projektion von g in z-Richtung auf die Ebene E. Bestimmen
Sie eine Gleichung von g'.

Zeigen Sie, dass A(3; 6; 0) und B(3; 0; 2) auf g liegen. Bestimmen Sie den Punkt C(u; v; w) auf
g, fir den v = - 2w gilt. Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse TV(BAC), TV(CBA) und TV(ACB).
Die Punktspiegelung an A bilde den Punkt P(r; s; t) auf P'(r'; s'; t') ab. Die Punktspiegelung an
B bilde P auf P" ab. Geben Sie jeweils die Abbildungsgleichungen an.

Zeigen Sie, dass die Verkettung der beiden Abbildungen eine Translation ist. Bestimmen Sie
die Verschiebungsvektoren der Translationen fir beide Verkettungsreihenfolgen.

Gegeben ist die Gerade h... x = (6; - 6; 7) + 1 *(3; 2; 0).

Beweisen Sie, dass die Geraden g und h windschief sind. Bestimmen Sie die Spurpunkte von
h. Wie liegt die Gerade h zur Ebene E?

Aufgabe 80
Beweisen Sie den Satz uUber die Winkelhalbierende im Dreieck:

Die Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegenseite
des Dreiecks harmonisch im Verhaltnis der anliegenden Dreiecksseiten.



Lésungen zu einzelnen Aufgaben:

Blatt 2:

Aufgabe 9:

a) Wenn h(a) = h(b), also g(f(a)) = g(f(b)), dann ist f(a) = f(b), weil g injektiv ist. Da zusatzlich auch
finjektiv ist, folgt weiter a = b, also ist h injektiv.

b) Kontraposition: Ist f nicht injektiv, so auch nicht h.
Sei also f nicht injektiv, d. h. es gibt a = b mit f(a) = f(b) . Dann ist aber auch h(a) = h(b), obwohl
a = b und daher ist h nicht injektiv.

c) Es st h surjektiv, wenn h(X) = Z. Wegen h(X) c g(Y) c Z folgt daraus die Behauptung g(X) = Z.

d) Wir bilden die Kontraposition der Behauptung unter Verwendung von de Morgan:
Wenn g nicht injektiv, dann f nicht surjektiv oder h nicht injektiv.
Diese Behauptung beweisen wir nun:
g nicht injektiv, d. h. es gibt a # b mit g(a) = g(b). Ist nun f surjektiv, so gibt es a # b mit h(a) =
h(b) und d. h. h ist nicht injektiv.

e) Beweis analog zu d).

f) Seien f und g bijektiv. Wegen a) folgt dann, dass h injektiv ist. Weiter gilt g(Y) = Z also folgt
g(Y) = g(f(X)) = h(X) = Z und daher ist h auch surjektiv.

Blatt 9:

Aufgabe 43:

a) X(1/2; 0) und TV(PXQ) = +3. Y(0; 1) also TV(PYQ) = +1, d. h. Y ist Mitte von PQ.

b) h=QR ...x=(1;-1)+t*(0; 6). histparallel zur y-Achse. A(1;0). TV(QAR) = 1/5.

c) T(-4;0). U(-1/4; 15/4).

d k..2x—-2y-5=0.

e) MPQ =(0; 1). MQR =(1;2) MRP =(0; 4). S=(1/3;7/3).
P’(5/3; 5/3)Q’(-1/3; 17/3) R’(-1/3; -1/3). S’ =(1/3;7/13) = S.

f)  Schnittpunkt von g mit h ist Fixpunkt Q(1; -1). PR ist parallel zu k und schneidet g in P. Daher
istR*=(-3; 1) und h* ... x = (1; -1) + t * (4; -2) oder x + 2y =-1 oder x/(-1) + y/(-1/2) = 1.

g) Achse a geht durch den Ursprung und durch die Mitte von XY:a ...y =2x. x=1t*(1; 2).

Aufgabe 45 und 46:
Ansatz: A =Ursprung U. AC'=k*UC' =k*b und AB'=1*UB’'=1*c.
Dann einfaches Durchrechnen.

Aufgabe 47:

Wir zeigen TV(ERF) = - TV(EQF):

Ceva mit B fur Dreieck EFD: (ERF) * (FCD) * (DAE) = 1.
Menelaos mit Gerade CAQ fir Dreieck EFD: (EQF) * (FCD) * (DAE) = -1

Daraus folgt sofort die Behauptung.

Aufgabe 48:
E'(7;8/3;2) C'(3;8/3;2) D'=GA'=A B =B.

Aufgabe 49:
E..x=(2;13)+r*(0;-1;1) +s*(6; 7; 2) bzw.-3x +2y +2z=2. H(4;0;7) G(2;-4;8)



Aufgabe 50:
E..x=(5;1;-2)+r*(1;2;0)+s*(0;2;1) bzw. 2x-y+2z+15=0.
Schnittvon E mitg: (-3; -1; -5)

mit h: h ist parallel zu E im Abstand d = 10

mit k: Kk liegt ganz in E.

Aufgabe 51:
ha..x=(3;0;-2) +r*(a; 10; 4) g und ha sind fur kein a zueinander parallel.
Schnittpunkte gibt es fur a = 4: S(5; 5; 0).

Samtliche Da erfilllen die Gleichung x = (3; 10; 2) + a * (1; 0; 0) liegen also auf einer Geraden.
Alle ha erflllen die Gleichung 2y — 5z = 10, liegen also in einer Ebene.

Blatt 11:

Aufgabe 57:

() Furt=1erhalt manx=r*(-1; -1; 4)
Fir t = 1 erhalt man (0O; O; 0) als einzige Ldsung.

{0 Fur t = 1 erhalt man keine Losung
Firt=1lerhdltmanx=1/[4*(t-1)]*(t—2;t—2; 4)

(1)) Firt=1erhdltmanx=%%*((1; 1, 0) *r * (-1; -1; 4)
Furt=1erhdltmanx=%%*(1; 1; 0)

Aufgabe 58:
() Fur t = 2 erhalt man keine Losung

Fir t # 2 erhalt man

* (212 - 23t — 38; -5t2 -85t -114; -38t)
19t -38

{0)) Furt=2erhaltmanx=1/19*(4;9;0)+r*(1; 4; 2)
Firt = 2 erhélt man x = 1/19 * (2t — 19; -5t — 57, -38)
Homogenes System: Firt=2 erhalt manx=r*(1; 4; 2)
Fir t = 2 erhalt man nur (0; 0; 0) als Losung.

Aufgabe 59:

t=0: Lésung eindeutig: (1; 1/3; 1/3)

t=1: Ldsung eindeutig: (1; 1/4; 1/4)

t=2: einparametrige Losung: x = (0; 1; 0) + r * (5; -4; 1).
Allgemeinfalle:

t=2: siehe oben.

t=-3 keine Losung

t# 2 und t #-3:eindeutige LOsung: x=1/(t+3) *(t+3;1;1)

Blatt 16:

Aufgabe 73:

a) Bildraum (= Spaltenraum der Abbildungsmatrix) ist zweidimensional mit der mdglichen Basis
(2;-7; -4; 4) und (0; 1; -2; -2).

b) Kern der Abbildung ist zweidimensional mit der méglichen Basis ((-1; -3; 2; 0) und (1; -1; O; 2).
Urbild von b ist ((2; 0; 0; 0) + Kern von d (1; 3; 0; 0) + Kern. a und ¢ besitzen kein Urbild.
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Aufgabe 68:
Abbildungsgleichung fir die Punkte (Spaltenvektoren): X'=A*X+c
In Koordinaten: X1 =3/5*x1+4/5%xy - 2

X2 =4/5*x1 - 3/5*xy +4

a) Ergebnisse: A'(-7/5; 24/5); B (-6/5; 17/5); C'(-3/5; 21/5); D'(-2; 4); E* = E(-5; 0).

b) Fixpunkte erhalt man aus der Gleichung X' = X, also als Lésungen des Systems x1™ = X1
und X" = Xxo . Ergebnis: Fixpunktgerade a (Achse): x = (-5; 0) +t * (2; 1)

c) Kern der Abbildung sind die Urbilder des Nullvektors x' = (0; 0), also die Losungen des
homogenen (!) Systems A *x =(0; 0) .
Ergebnis: Kern = {(0; 0)}, also ist die Abbildung injektiv.

d) Eigenvektoren sind die nichttrivialen Losungen der Gleichung x" =t*x .
Ergebnisse: Fur t=1 ergibtsich r*(2; 1) (Vgl. b)!); fur t=-1 erhdlt man s * (-1, 2).
Folgerungen: Es handelt sich offenbar um eine Spiegelung mit der Achse a in Richtung (2; 1)
und der Spiegelrichtung (-1; 2).

e) Normalform (problemangepasstes Koordinatensystem):
1. Schritt: Wir wahlen den Fixpunkt E(-5; 0) als neuen Koordinatenursprung im Y-System.
Die zugehorige Transformationsgleichung lautet: Y = X - E. Eingesetzt in die
Abbildungsgleichung erhd@lt man: Y+E=A*(Y+E)+c,also Y'=A*Y+(A*E+c-E).
Zur Kontrolle: die letzte Klammer muss naturlich (0;0) ergeben.
2. Schritt: Wir wahlen als neue Basisvektoren eines Z-Koordinatensystems die in d)
berechneten Eigenvektoren [=2*i+1*k und m =-1*i+2*k . Damit erhdlt man die
Transformationsmatrix R fur die Transformation zwischen den Y- und den Z-Koordinaten:

1 0
2} undZ' =Inv(R)*A*R*Z = B*Z mitB=(0 j

_ 2
Y=R*Zm|tR=(1

Aufgabe 69

Abbildungsgleichung fiir die Vektoren: x™ = A * x.

a) a =(2;2;10); b =(1;1;5); ¢ =(-2;-2; -10). Was aufgefallen?

b) Der Kern besteht aus den sdmtlichen Urbildern des Nullvektors, also aus der Lésungsmenge
des homogenen linearen Gleichungssystems A * x = 0.
Ergebnis: x= r*(-1;-5;2;0) + s *(-1; -3; 0; 2) mitr, s aus R. Der Kern ist also ein
zweidimensionaler Vektorraum.

¢) Bildraum ist der Spaltenraum der Matrix A: Rang A = 2. Basis z. B.: (-1; 7; 1) und (0; 2; 1)

d) Dim(Urraum) = Dim(Bildraum) + Dim(Kern) =4 =2 + 2.

e) Urbildmenge von x'=(1; -5; 2) ist die Losungsmenge des inhomogenen linearen
Gleichungssystems A * x = (1; -5; 2) . Ergebnis: x = (0; 2; 0; -1) + Kern.

f) Zu zeigen ist, dass die Gleichungssysteme A *x =(1; 0; 0) bzw. =(0; 1; 0) bzw. = (0; 0; 1)
unlgésbar sind. Losungsweg in einem Durchgang!

g) Eigenvektoren kann es nur geben, wenn man eine Abbildung eines Raumes in sich selbst hat.

Hier jedoch wird ein Raum, der R* in einen anderen, den RS, abgebildet. Also ist die
Gleichung X' =t*x sicher nicht erfiillbar, ja sogar sinnlos.

Aufgabe 70
Normalformen der drei Abbildungsmatrizen:
40 2 00 18 0 O
Zu A: ( j zu B: 0 40 zu C: 0 27 0
03 0 01 0 0 9
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Zu bearbeiten sind die Aufgaben 1 oder 2 und die Aufgabe 3.

Aufgabe 1 : Geraden und Ebenen im euklidischen R3

Gegeben ist der affine Punktraum R3 mit einer Orthonormalbasis (kartesisches
Koordinatensystem ).

Die Gerade g verbindet die Punkte A (2; 3; 3) und B (0; 1; 3).
Die Gerade h hat die Gleichung x =(4; 2; 0) +t* (1; 2; - 2).

a)
b)

c)

d)

Zeigen Sie, dass g und h zueinander windschief sind.

Ermitteln Sie den kirzesten Abstand d zwischen g und h sowie die zugehérigen
FuRBpunkte G auf g und H auf h.  [Kontrollergebnisse: H (3; 0; 2), G (1; 2; 3)]

Die Ebene E enthalt die Gerade g und ist parallel zur Gerade h.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E. [ Kontrollergebnis: 2x-2y-z+5=0]

Der Punkt H und die Gerade h werden an der Ebene E gespiegelt. Bestimmen Sie die
Koordinaten des Bildpunkts H' sowie eine Gleichung der Bildgerade h'.

1 8 4 -2
Zeigen Sie: Die Gleichung X'=T*X+d mitT = %* 1 -4| und d= %* 2
4 -4 7
beschreibt genau die in d) genannte Spiegelung an der Ebene E.

Aufgabe 2 : Lineare Abbildung

Durch folgende Abbildungsvorschrift ist eine lineare Abbildung f des R* in den R3 definiert:

a)

b)
C)
d)

e)

f)

9)

f(x;y;s;t) = (XxX—y+s+t; x+2s-t;, x+y+3s-3t).
Berechnen Sie die Bilder der kanonischen Basisvektoren sowie der Vektoren
u=(1;2;3;4) und v=(1;1;1;1).
Geben Sie die Matrix A dieser linearen Abbildung f an.
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des Bildraums W = f(R%).
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des Kerns K der Abbildung f.
[ Kontrollergebnis: Kern =k * (2; 1;-1; 0) +1*(1; 2; 0; 1) ]
Bestétigen Sie den Dimensionssatz Uber lineare Abbildungen.
Ermitteln Sie jeweils das vollstandige Urbild der Vektoren r' = (1; 2; 3) und
s' = (1; 1; 0). [ Kontrollergebnis: (2; 1; 0; 0) + Kern ]
Ergénzen Sie die beiden kanonischen Basisvektoren eq und e des R* durch zwei
Kernvektoren zu einer Basis des R”.
Zeigen Sie, dass f(e1) und f(e2) eine Basis des Bildraums W = f(R*) bilden.
Erganzen Sie diese beiden Vektoren zu einer Basis des R3.
Welche einfache Matrix besitzt die Abbildung f beziglich dieser beiden Basen?



Aufgabe 3 : Eigenschaften linearer Abbildungen

V und W seien Vektorraume von endlicher Dimension.
Es sei f eine lineare Abbildung des Vektorraumes V in den Vektorraum W.

a)
b)
c)

d)
e)

f)

Nennen Sie zwei Kriterien daftr, dass f injektiv ist ( ohne Beweis ).
Nennen Sie zwei Kriterien dafur, dass f surjektiv ist ( ohne Beweis ).

Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung f von V in sich ist genau dann injektiv, wenn auch
surjektiv.

Definieren Sie, was man unter dem Kern der linearen Abbildung f versteht.
Beweisen Sie, dass der Kern einer linearen Abbildung stets ein Vektorraum ist.

Beweisen Sie, dass das vollstandige Urbild f-1(w) eines beliebigen Vektors w aus W
entweder die leere Menge oder eine Nebenklasse des Kerns von f ist.



Ldsungen:

Aufgabe 1:
a) Die Richtungsvektoren sind lu, also die Geraden nicht zueinander parallel.

Wenn ein Schnittpunkt existiert, dann muss AB mit den Richtungsvektoren la sein.
Dies ist jedoch nicht der Fall, also sind die Geraden zueinander windschief.
b) Gemeinlot e = (-2; 2; 1).
Ebene durch g, die das Gemeinlot enthalt: x = (2; 3; 3) +t* (1; 1; 0) + s * (-2; 2; 1).
Schnitt mit h ergibt H(3; 0; 2).
Analog: FuB3punkt des Gemeinlots auf g ergibt G(1; 2; 3). Damit Abstand(g, h) =3.
c) E...x=(2;3;3)+r*(1;1,0)+s*(1; 2; -2).
d) Lotful3punkt von H auf E ist G, daher ist G Mitte von HH’ also H’'(-1; 4; 4).
h ist parallel E also auch h parallel h’ und damith’ ... x = (-1; 4; 4) + r * (1; 2; -2).
e) E ist Fixpunktebene der angegebenen Trafo. Dazu berechnet man die Losungen der
Fixpunktgleichung und erhalt E.
Das Gemeinlot e ist Eigenvektor von T mit dem Eigenwert -1: Dies zeigt man durch
Einsetzen und Nachrechnen.
Mit diesen beiden Aussagen ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 2:
a) by’=(1;1;1); by =(1;0;1); b3 =(1;2;3); bs=(1;-1;3),
u' =(6;3;0); Vv =(2;2;2). Wir bemerken, dass v Eigenvektor mit dem Eigenwert 2 ist.

1 111
b) Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren: A=|1 0 2 -1
11 3 -3

¢) Bildraum ist 2-dimensional und hat als Basis z. B.
{(1;1;1); (0; 1; 2)} bzw. {(1; 0; -1); (0; 1; 2)}.
d) Kernist 2-dimensional und hat als Basis z. B. {(1; 2; 0; 1); (-2; -1; 1, 0)}
e) dim(kern) + dim(bild) = dim(Ausgangsraum). Hier: 2+ 2 =4
f) Urbild von r'ist (0; O; 1; 0) + Kern [siehe Aufgabe a): b3’ = r7].
Der Vektor s’ besitzt kein Urbild.

g) Wir erganzen die ersten beiden kanonischen Basisvektoren — deren Bilder den
Bildraum aufspannen — durch zwei Kernvektoren zu einer Basis:
ks =(-2;-1;1;0) und ks =(1; 2; 0; 1).
Wir erganzen die Basis b;’ und by’ des Bildraums durch einen weiteren, der kein Urbild
besitzt wie z. B. s’ = (1; 1; 0) zu einer vollen Basis des Zielraumes. Dann hat die

1 000
Abbildungsmatrix die GestaltM=|0 1 0 0
0 00O

Wahlen wir als Spalten der Trafomatrix T in R* die Vektoren der gewahlten neuen
Basis und als Spalten der Trafomatrix S in R® die Spalten der gewahlten neuen Basis:



10 -2 1
1 -11
01 -1 2 . 1
T=|1 0 1| S= DanngitM=T"AS.
00 1 O
1 1 0
00 0 1
Aufgabe 3:
a) Kern(f) = Nullvektor bzw. dim(V) = dim(f(V))  bzw. Bild der Basis von V ist lu.
b) dim(f) = dim(W) bzw. Bild der Basis von V erzeugt W.
c) finjektiv gdw. Kern(f) = Nullraum gdw. dim(V)=dim(f) gdw. f(V)=W
gdw. f surjektiv
d) Kern = Untermenge von V, die auf den Nullvektor abgebildet wird.
e) Nachweis der Untervektorraumkriterien:
nichtleer und abgeschlossen gegenuber + und *.
f) Jede zwei Vektoren aus der gleichen Nebenklasse des Kerns haben das gleiche Bild:

Isty = x + k, wobei k Kernvektor ist, so gilt: f(y) = f(x + k) = f(x) + f(k) = f(x).
Zwei Vektoren mit dem gleichen Bild unterscheiden sich um einen Kernvektor:
Ist f(y) = f(x) so ist f(x —y) = f(x) — f(y) = 0, also x — y ein Kernvektor undy = x + k.
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Verlangt ist die Bearbeitung der Aufgabe 1
und mindestens einer der Aufgaben 2 oder 3.

Aufgabe 1

Es sei f eine lineare Abbildung des Vektorraums V in den Vektorraum W. Beweisen Sie:
a) Der Kern der Abbildung fist ein Untervektorraum von V.
b) Esgilt f(x) =f(y) genau dann, wenn k =x -y ein Kernvektor ist, d. h.:

Die Klassen bildgleicher Elemente von f sind genau die Nebenklassen des Kerns.
c) Die Bilder einer Menge M von linear abhangigen Vektoren sind linear abhangig.

d) fist genau dann bijektiv, wenn die Bildvektoren einer Basis von V eine Basis von W
bilden.

Aufgabe 2

Es sei A = {a1, ap, a3, ag} eine Basis des R*, B = {b1, b, b3} eine Basis des R3 und
C={c1, co} eine Basis des R2.

Bezlglich dieser Basen sind durch die Matrizen A bzw. B zwei lineare Abbildungen o und
B geman folgendem Diagramm definiert:

1 2 -3 1
R —% 3y pe — 2 3 Re A{z 12 1} B:[; 2 1J.
4 3 -4 1

Die Verkettung von o, und B isty = a o B (zuerst o, danach ).

a) Ermitteln Sie das Bild von v =- a; + 2a, + ag + 3a4 bei a sowie das Bild von
w = 3b; - 5b, + b3 bei b. Geben Sie das Bild von v bei der Verkettung y =a o 3 an.
b) Zeigen Sie, dass a(a1) und a(ap) eine Basis des Bildraumes a(R*) bilden.
Bestimmen Sie die Réange der Abbildungen o und .
Bestimmen Sie nun die Dimensionen von Kern o und von Kern .

c) Berechnen Sie eine Basis von Kern(a) und von Kern(p) und bestétigen Sie lhre
Ergebnisse aus b).

d) Ermitteln Sie die Menge aller Urbilder von d = b4 + 2b3 bei a.

e) Folgern Sie aus dem Ergebnis fur Rang B (vgl. b), dass die Basisvektoren cq und c»
von R2 Urbilder in R2 besitzen missen.
Ermitteln Sie zu c1 und c2 je ein Urbild u1 bzw. us. Bestétigen Sie, dass uq und u
linear unabhangig sein missen.

f) Ergénzen Sie uq und up durch Hinzunahme eines geeigneten Vektors z aus Kern f§ zu
einer Basis des Ré.
Welche einfache Matrix B* entspricht der Abbildung B hinsichtlich der Basen {u1, uy,
z} und {c1, cp} des R® bzw. des R?? (Begrundung!)



g) Berechnen Sie die Bilder der Basisvektoren der Basis A bei der Abbildung y.

Welche Matrix C beschreibt die lineare Abbildung y bezlglich der gegebenen Basen A
des R* bzw. C des R2?

h) Bestimmen Sie den Rang von y sowie eine Basis von Kern y.
i) Ergéanzen Sie die in h) berechnete Basis von Kern y zu einer Basis des R”.

Welche Matrix C* entspricht der Abbildung y bezlglich dieser neuen Basis des R4 und
der Basis C des R2?

Aufgabe 3

Im R3 sei eine Orthonormalbasis gegeben. Eine lineare Abbildung f des R3 in sich wird
bezlglich dieser Basis beschrieben durch die Matrix A. Identifiziert man jeden Ortsvektor
X = OX mit dem Punkt X, so wird durch X'=A * X gleichzeitig eine Punktabbildung F des
R3 in sich definiert.

2 -1 2 6 1 -2
A=|-1 2 -2| Kontrollergebnis: A'=1/7*|1 6 2
2 -2 5 —2 2 3

a) Bestimmen Sie Kern f und Rang f. Folgern Sie, dass f und damit auch F bijektiv ist.
Warum ist F sicher keine langen- bzw. winkeltreue Abbildung?

b) Ermitteln Sie die Urbilder der gegebenen Basisvektoren des R3.
Wahlt man diese Urbilder als Spaltenvektoren einer Matrix B so gilt: B ist zu A invers.
Berechnen Sie B und berechnen Sie A * B.

c) Bestimmen Sie die Menge aller Fixpunkte von F.
Zeigen Sie, dass es sich dabei um eine Ursprungsebene E handelt.
Ermitteln Sie zueinander orthogonale Vektoren u und v, die diese Ebene E
aufspannen.
Geben Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E an. [ Kontrollergebnis: x -y + 2z =
0]

d) Zeigen Sie, dass der Vektor w = (1; -1; 2) ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert 7
ist, d. h. dass gilt: A *w = 7w. Zeigen Sie, dass w zur Ebene E orthogonal ist.

e) Beweisen Sie aufgrund der bisherigen Ergebnisse: Jede zu w parallele Gerade geht
bei der Abbildung F in sich Uber, ist also Fixgerade.

f) Zeigen Sie, dass u und v aus c) Eigenvektoren von A mit dem Eigenwert 1 sind.
Zeigen Sie, dass {u, v, w} eine Orthogonalbasis von R3 ist.
Welche Matrix A* entspricht der Abbildung f beziiglich dieser Basis des R3?

g) Beschreiben Sie, wie man nach den Ergebnissen aus d) bis f) zu einem gegebenen
Punkt P seinen Bildpunkt F(P) auf geometrischem Weg gewinnen kann.
Fuhren Sie das Verfahren durch fir den Punkt P(4; - 6; 1).
Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis durch Berechnung von F(P) = A * P.

h) Die mit den Spaltenvektoren u, v und w gebildete Matrix sei T.
Zeigen Sie die Gilltigkeit folgender Gleichung: A* = T-1*A* T.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Zeilenvektoren von T-1 und den
Vektoren u, vund w ?



Ldsungen:

Aufgabe 1:

a) Man weist das Erfllltsein der UVR-Kriterien nach.

b) Man zeigt einfach zwei Dinge mit Hilfe der Homomorphiebedingung:

(1) Je zwei Vektoren derselben Kernnebenklasse haben das gleiche Bild.
(2) Haben zwei Vektoren das gleiche Bild, so gehéren sie zur selben Nebenklasse des
Kerns.

c) Man beweist dies durch Kontraposition: Sind die Bilder x;’, X2, ..., X' lu, so
notwendigerweise auch deren Urbilder, sonst liel3e sich der Nullvektor aus ihnen
nichttrivial kombinieren.

d) fbijektiv gdw. finjektivund surjektiv gdw. Kern istder Nullraum und die Bilder der
Basis von V erzeugen ganz W gdw. die Bilder der Basisvektoren von V bilden eine
Basis von W.

Aufgabe 2:

a) vV=(3;-51)=w; w* = (4; 0) = y(v).

b) Rang(A) =2 und a;’ =(1; 2; 4) und a,’ = (1; -1; 1) bilden eine Basis des Bildraums.
Rang(A) = Rang(a) = 2. Dim(Kern (o)) = 2. Rang(B) = Rang(B) = 2. Dim(Kern(p) = 1.

c) Kern(a) hat eine Basis {(-1; 8; 5; 0); (1; -3; 0; 5)}.

Kern(B) hat eine Basis {(-1; 3; 1)}.
d) (0; 1;0; -1) + Kern(a).
e) Da der Rang = 2 ist, muss die Abbildung B surjektiv auf R? sein, also missen auch die

f)

9)

h)

Basisvektoren des R2 Urbilder bezuglich B in R? besitzen.
Man erhalt z. B.: u; = (1; -2; 0) und u, = (0; 1; 0).

1 00
Wir wahlen z. B. z = (-1; 3; 1) aus dem Kern von 3 und erhalten B* = (0 A O]’ denn
die Spalten der Abbildungsmatrix sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren.
55 -7 2
C=B*A= (O 0 0 0]. Die Spalten von B sind die y-Bilder der kanonischen

Basisvektoren des Raumes R*.

Rang(y) = Rang(C) = 1 und damit hat Kern(y) die Dimension 3 und z. B. die folgende
Basis: {(-1; 1, 0; 0); (7; 0; 5; 0); (-2; 0; 0; 5)}

as = (0; 0; 0; 1) erganzt die Basis von h) zu einer solchen des R*.

0 0O 2)

Mit diesen Basen erhélt man die Abbildungsmatrix C* = (O 0 0 0



Aufgabe 3:

a) Rang(A) = Rang(f) = 3. Damit ist dim(Kern(f)) = 0, also der Kern von f der Nullraum und
damit die Abbildung bijektiv.
F ist sicher nicht langentreu, denn z. B. (1; 0; 0) geht Uber in den Vektor (2; -1; 2).
F ist nicht winkeltreu, denn die Bilder der orthogonalen ersten beiden Basisvektoren
sind nicht orthogonal, ihr Skalarprodukt ergibt -8.

b) Man bildet A™* und berechnet die Bilder bei der Umkehrabbildung (Ergebnis siehe
Aufgabe: Spalten von A™)

c) Fixpunkte: x =r*(1;1;0) +s*(-2; 0; 1) Das ist eine Ebene E durch den Ursprung.
Wir wahlenu = (1; 1; 0) und v = (-1; 1; 1).

d) Manerhalt A*w=(7;-7;14) =7 *w. w ist Normalenvektor der Ebene E (siehe
Koordinatengleichung).

e) Alle zu w parallelen Vektoren werden wegen der Linearitat wieder in solche abgebildet.
Jede Gerade in dieser Richtung besitzt einen Fixpunkt auf der Ebene E ist also
insgesamt fix.

f) A*u=u und A*v=v. u,vundw sind paarweise orthogonal.
1 00

Man erhalt A*=|0 1 0.
0 07
g) Parallele zu w durch P und Schnitt mit der Ebene in F. F ist dann Mitte der Strecke PP’.
Fur den gegebenen Punkt P erhalt man F(2; -4; -3) und P’(16, -18; 25).
3 3 0
hy T'=1/6*|-2 2 2| undesgil: A*x=T*AT.
1 -1 2
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Verlangt ist die Bearbeitung jeweils einer Aufgabe aus Aufgabengruppe I, 1l und IIl.
Von jeder Aufgabengruppe wird nur eine Aufgabe zur Bewertung herangezogen!

Aufgabe 1.1

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Dervon der Menge {a1, ap, ..., an} aufgespannte Vektorraum V und der von der
Menge {a1 + ap, ap, ..., an} aufgespannte Vektorraum W sind gleich, es gilt also:
[a1, a2, ..., apn] = [a1+ ag, a2, ..., anl.

b) Sind aq, ay, ..., an linear unabhangig und ist b keine Linearkombination der a;j, so
sind die Vektoren a1, ap, ..., an, b ebenfalls linear unabhangig.

c) Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv, wenn die Bilder der
Basisvektoren von V linear unabhangig sind.

d) Das Urbild einer linear unabhangigen Menge von Vektoren bei einer linearen
Abbildung ist ebenfalls linear unabhangig.

Aufgabe 1.2

Essei A*x =D einlineares Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Variablen.
A ist eine m-n-Matrix mit Zeilenrang Rang(A) =r.
Der Rang der erweiterten Matrix (A, b) werde mit Rang(A, b) =re bezeichnet.

a) Formulieren Sie Aussagen Uber die Lésbarkeitsbedingungen dieses Systems.
Behandeln Sie dabei sowohl den homogenen als auch den inhomogenen Fall.

b) Formulieren Sie Aussagen uber die Losungsgesamtheit (L6sungsmenge) dieses
Systems (homogener und inhomogener Fall).

c) Begriinden Sie Ihre Aussagen aus a) und b) mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten
Ergebnisse aus der Theorie der linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen.

Aufgabe 1.1

Ein Dreieck werde aufgespannt durch die beiden linear unabhangigen Vektoren
CA =Db und CB = a. (Hinweis: Die Bezeichnungen wurden in Anlehnung an die in
Dreiecken ublichen Bezeichnungen der Seiten gewahlt!).

a) D sei der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Dreieckswinkels bei C mit der
Geraden AB. Berechnen Sie das Teilverhaltnis TV(A, D, B).

b) E sei der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Nebenwinkels bei C mit der
Geraden AB. Berechnen Sie das Teilverhaltnis TV(A, E, B).

c) Folgern Sie nun den folgenden Dreieckssatz:
Die Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die
Gegenseite harmonisch im Verhaltnis der anliegenden Dreiecksseiten.



Aufgabe 1.2

Siehe beiliegendes Extrablatt!

Aufgabe 1ll.1

Gegeben sind die Punkte A(8; 0), B(10; 11) und C(0; 6) in einem kartesischen
Koordinatensystem. Fertigen Sie eine Kontrollzeichnung an (LE = 1 cm).

a) Bestimmen Sie die Gleichungen (Parameterdarstellung und Normalenform) der
Dreieckshohen, die Koordinaten der Hohenful3punkte und den Hohenschnittpunkt H.

b) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S und die Umkreismitte U des Dreiecks ABC.

c) Mit Z sei die zentrische Streckung mit Zentrum S und dem Faktor k =- 1/2
bezeichnet.
Bestimmen Sie die Bilder folgender Punkte unter der Abbildung Z: A, B, C; H; U.
Welche Bedeutung haben die Bildpunkte fur das Dreieck ABC?
Warum gilt HS =2 * SU?
(Hinweis: Die Gerade HSU heil3t Eulergerade des Dreiecks ABC.)
d) Berechnen Sie den Mittelpunkt F der Strecke HU.
Zeigen Sie: F und U teilen die Strecke HS harmonisch.
Warum ist F Umkreismitte des Mittendreiecks PQR von Dreieck ABC?

e) Bestimmen Sie die Gleichungen der Umkreise K; von Dreieck ABC und K von
Dreieck PQR. Zeigen Sie, dass die HohenfulRpunkte auf K, liegen.

f) Zeigen Sie: Die Mittelpunkte von HA, HB und HC liegen ebenfalls auf dem Kreis K.
Hinweis: K, heil3t Feuerbachscher Neunpunktekreis des Dreiecks ABC.

g) Aufwelcher Ortslinie bewegt sich die Umkreismitte U bzw. der Schwerpunkt S von
Dreieck ABC, wenn C auf der y-Achse wandert?

Aufgabe 111.2

Eine Affinitat f des affinen Punktraums R2 in sich mit Fixpunkt O(0O; 0) bildet die Punkte
B(10; 0) bzw. C(10; 10) ab in die Punkte B'(- 6; - 8) bzw. C'(- 6; 2).

a) Zeichnen Sie die gegebenen Punkte in ein Koordinatensystem ein (LE = 1cm).
-3/5 oj

Berechnen Sie die Abbildungsmatrix A. Kontrollergebnis: A= ( a5 1

b) Begrunden Sie, warum die Abbildung f bijektiv ist.

c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix A.
(Hinweis: A besitzt zwei verschiedene Eigenwerte!).

d) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung F.
e) Von welcher Art ist die Abbildung F (kurze Begrindung)?
f) Geben Sie die affine Normalform der Abbildungsmatrix A an.

g) Zeichnen Sie das Quadrat OBCD, seinen Inkreis, sein Mittenviereck und dessen
Diagonalen ein. Zeichnen Sie das Bild dieser Figur.
Hinweis: Zur Zeichnung des Inkreisbildes kann man geeignete Tangenten verwenden.

h) Zeigen Sie: Es gibt genau zwei zueinander orthogonale Richtungen a und b, deren
Bilder a' und b' ebenfalls zueinander orthogonal sind. Ermitteln Sie das so genannte
Rechtwinkelpaar dieser Affinitat.



Losungen:
Aufgabe I.1:

a) Beweisgang klar, denn jeder von der ersten Menge erzeugte Vektor lasst sich auch
aus der zweiten Menge kombinieren und umgekehrt.

b) Beweisfuhrung indirekt.

c) Man zeigt den ersten Teil ,wenn f injektiv, dann bi Iu* indirekt und den zweiten direkt.

d) Man beweist die Kontraposition der Aussage.

Aufgabe 1.2:

a) Das System ist genau dann lIésbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem
der erweiterten Matrix Ubereinstimmt.

b) Im homogenen Fall ist dies stets der Fall, also gibt es stets mindestens eine Losung.
Die Gesamtheit der L6sungen in diesem Fall ist ein VR der Dimension n —r, wenn r
der Rang von A ist. Das folgt aus dem Satz Uber den Kern einer linearen Abbildung.

c) Iminhomogenen Fall ist die Losung ein affiner Punktraum der Dimension n —r. Das
folgt aus der Tatsache, dass die Urbilder bei linearen Abbildungen Nebenklassen des
Kerns sind.

Aufgabe I1.1:

Man berechnet mit Hilfe des Schnittpunkts D der Winkelhalbierenden bei C mit AB das
Teilverhaltnis TV(ADB) = b/a und ebenso das TV(AEB) = - b/a woraus der Satz folgt.

Aufgabe I1.2:

Wird hier nicht aufgefuhrt. Bezieht sich auf die Verwendung der Computersprache
SCHEME.

Aufgabe Il1.1:

a) H(5,5;5) Ha(4;8) Hb(4;3) Hc(8,8;4,4)

b) S(6;52/3) MAC(4;3) MCB(5; 8,5 MBA(9; 55) U(6,25; 6)

c) A'(5;85)=MCB B’'(4;3)=MAC C’(9;5,5) =MAB H'(6,25; 6)=U U’'(47/8; 11/2).
d) F=MHU=U =(47/8; 11/2)

e) Kl...(x—6,25)2+ (y—6)2=(25/4)2 K2 ...(x—47/8)2+ (y — 11/2)% = (25/8)2

f)  Hiauf K2.

g) U bewegt sich auf der Mittelsenkrechten von AB, S auf x = 6.

Aufgabe I11.2:

a) Siehe Kontrollergebnis.
b) Rang A=2.
c) Eigenwertet=1mitel = (0; 1) undt=-3/5 mite2 = (2; 1).



d)

f)

9)

Fixpunktgerade ist die y-Achse.

Schiefe Achsenaffinitat mit der y-Achse als Achse in Richtung (2; 1) mit dem
Affinitatsfaktor k = - 3/5.

1 0
Normalform der Abbildungsmatrix ist daher 0 3
5

Rechtwinkelpaar: (1; 1) und (1; -1) im Original sowie (-3; 1) und (1; 3) im Bild.



Vektorgeometrie und Lineare Algebra SS 93 Klausur am 25.10.93

Zugelassene Hilfsmittel: Nicht programmierbarer Taschenrechner.
Sie kbénnen aus den funf gestellten Aufgaben nach Belieben auswéhlen.

Zur Bewertung werden die Punktzahlen aus héchstens drei bearbeiteten Aufgaben
herangezogen.

Aufgabe 1: Koordinatenfreie Vektorrechnung

Im R3 spannen drei von einem Punkt D ausgehende linear unabhangige Vektoren a, b
und c ein Tetraeder (vierseitige Pyramide) ABCD auf. (Skizze empfehlenswert)

a) Berechnen Sie die Schwerpunkte der vier Seitenflachen dieser Pyramide
(Ortsvektoren der Schwerpunkte ausgedriickt als Linearkombinationen von a, b und
c).

b) Die Verbindungslinie zwischen einem Eckpunkt und dem Schwerpunkt der
gegenuberliegenden Seitenflache heildt eine Schwerlinie des Tetraeders.
Zeigen Sie: Die vier Schwerlinien treffen sich in einem gemeinsamen Punkt S. Dieser
teilt die Schwerlinien von den Ecken aus im Verhaltnis 3:1. Berechnen Sie die Lage
des Punktes S.

c) Die Verbindungslinien der Mittelpunkte von gegentberliegenden Kanten des
Tetraeders nennen wir Mittenlinien des Tetraeders.
Zeigen Sie: Die drei Mittenlinien des Tetraeders treffen sich in einem gemeinsamen
Punkt M. Dieser halbiert jede Mittenlinie. Berechnen Sie die Lage des Punktes M.

d) Im R3 sei das gewohnliche Skalarprodukt gegeben. Zeigen Sie: Das Tetraeder ist
sicher regelmégig, wenn folgende Gleichungen gelten: a?=b%*=c? und ab=ac=
bc =a“/2.

e) Zeigen Sie: Im Falle d) einer regelméaRigen Pyramide stehen die Mittenlinien gemalfs c)
paarweise aufeinander senkrecht.

Aufgabe 2: Lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen

Gegeben sei eine Basis B ={b1, by, b3, by} des R* und eine Basis C ={cq, ¢2, c3}
des Rs.

Eine lineare Abbildung f des R* inden R3 wird bestimmt durch die Bilder der
Basisvektoren:

flb1) = (1;2;1)c; f(b2) =(2;-1;-3)c;  f(b3) = (0; 2; 2)c; f(bg) = (1;-1; -2)c

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Linearitatseigenschaften das Bild des Vektors (5; 5; 5;
5)B.

b) Geben Sie die Abbildungsmatrix A der Abbildung f bezlglich der gegebenen Basen
an.
Bestatigen Sie mit Hilfe der Abbildungsmatrix Ihr Ergebnis aus a).

c) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Bildraums f(R?).
d) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Kerns K der Abbildung f.



e) Bestimmen Sie die Urbilder der Vektoren p =(5; 5; 0), q=(0; 5;5), r=(1; 1; 1) und
s =(4; 2; -2).

f) Bestimmen Sie geeignete Basen D des R*und E des R?, so dass die
Abbildungsmatrix von f maglichst einfache Gestalt annimmt. Geben Sie die Basen D
und E sowie die zugehorige Matrix A an.

g) Zeigen Sie: Das Gleichungssystem A *x =b mit obiger Matrix A aus b) ist
genau dann lésbar, wenn b folgende Form hat: b = (k; k +1;I) flr beliebige reelle
k und I.

Aufgabe 3: Beweis des Dimensionssatzes

Formulieren und beweisen Sie den Dimensionssatz tUber lineare Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen. Es sind vollstdndige und exakte Angaben verlangt.

a) Voraussetzungen b) Behauptung c) Beweisidee d)
Beweisfiihrung

Aufgabe 4: Aussagen uber Lineare Gleichungssysteme

A *x =Db seiein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen.
a) Von welchem Typ ist die Matrix A sowie die Vektoren x und b?
b) Geben Sie ein Kriterium fur die Losbarkeit des Gleichungssystems an.

c) Welche Bedingung muss vorliegen, damit das System fur beliebiges b des in a)
genannten Typs losbar ist?

d) Beantworten Sie die Frage c) fur den Fall n=m.
Wie viele Losungen besitzt in diesem Fall das System?

Aufgabe 5: Geraden und Ebenen im R3

In einem kartesischen Koordinatensystem des R3 sind die beiden Geraden

g..x=4,6,-7+r*(1;2;2 und h ... x=(1;6;6)+s*(0; 4; 3) gegeben.

a) Bestimmen Sie den kirzesten Abstand eines Punktes G auf g und eines Punktes H
auf h samt diesen beiden Punkten. [Kontrollergebnis: G (5; 8; -5); H (1; 2; 3)]

b) Bestimmen Sie eine Ebene E, die weder mit g noch mit h einen Punkt gemeinsam
hat und von der g und h denselben Abstand haben. Geben Sie fir E sowohl eine
Gleichung in Parameterform als auch in Normalenform (Koordinatengleichung) an.
[Kontrollergebnis: 2X + 3y -4z -25=0]

c) Bestimmen Sie den Abstand des Ursprungs von der Ebene E aus b).
d) Geben Sie eine Gleichung der Spiegelgerade g' von g an der Ebene E an.
e) Berechnen Sie die Koordinaten des Lotfu3punkts L vom Ursprung auf die Gerade g.



Losungen:
Aufgabe 1:

Mit D als Ursprung und a = DA, b = DB und c = DC als aufspannende Vektoren berechnet
man den Schwerpunkt zu S =% * (a + b + ¢) und erhalt das gewiinschte Ergebnis. Dieser
Punkt ist zugleich der gesuchte Mittelpunkt von Gegenseitenmittenpaaren.

Die Behauptungen aus d) und e) folgen unmittelbar mit Hilfe des Skalarprodukts.

Aufgabe 2:

a) Man erhalt (20; 10; -10)
b) Bilder der Basisvektoren sind die Spalten von A.

c) Spaltenraum von A ist Bildraum.
Man erhéalt als Basis z. B. {(1; 0; -1); (0; 1; 1)} also die Dimension 2.

d) Dimension des Kerns ist 2, eine Basis z. B. {(1; -3; 0; 5); (-4; 2; 5; 0)}
e) p*=(3;1,0;0)+K g*=(2;-1,0;0)+K r*gibtesnicht s*=(1;1;1;1)+K

f) Basis von R4: (3;1;0;0 (2,-1;0;0) (1;,-3;0;5 (4;2;5;0)
Bilder dieser Vektoren: (5; 5; 0) (0; 5; 5) (0; 0; 0) (0; 0; 0)
Basis des R3: (5; 5; 0) (0; 5; 5) (5; 5; 5)

1 000
Damit wird die Abbildungsmatrix sehr einfach: ([0 1 0 0
0 00

0

g) Das Gleichungssystem ist genau dann |l6sbar, wenn b im Bildraum der Abbildung f
liegt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn b die Gestalt b = (r; r+s; s) hat wie
man leicht berechnet.

Aufgabe 3:
Man geht nach folgender Beweisidee vor:

Bilden die r Vektoren by, by, ..., b, eine Basis des Bildraums f(V), so sind deren Urbilder
ai, ay, ..., a sicher linear unabhangig (lu).

Man erganzt diese a; durch k lu Kernvektoren cs, cy, ..., Ckx zu einer Basis von V wobei k
die Dimension des Kerns ist.

Damit ist der Satz bewiesen. Fur die detaillierte Beweisfiihrung siehe Vorlesungsinhalt.

Aufgabe 4:

a) Amn, m Zeilen, n Spalten, x aus Rn, b aus Rm.
b) Rang(A) = Rang(A, b)

c) Rang(A)=m

d) Rang(A) = m = n. Eindeutige Losung.



Aufgabe 5:

a) Gemeinlot 1=(2;3;4) H(;2;3) G(5;8;-5). GH=2* J29

b) E...x=(3;5;1)+r*(1;2;2)+s*(0;4;3) oder 2x+3y—-4z-25=0
c) dist(O: E) = 25/29 * /29

d g..x=(1,2;3)+t*(1; 2; 2)

e) L=1/9 * (34, 50; -67)



Vektorgeometrie und Lineare Algebra SS 92 Entwirfe fir Klausuraufgaben

Aufgabe 1
Es seien U, V und W reelle Vektorraume sowie f und g lineare Abbildungen:

fU>V gV-oWwW h:U—>W mit h=fo g (zuerst f danach
9)-

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
a) Rangh=Rangf
b) Kernh =Kern f
c) Die Einschrankung von g auf Bild(f) ist injektiv.

Aufgabe 2
Es seien U, V und W reelle Vektorrdume sowie f und g lineare Abbildungen:
ffU>V gV-oWw h:U—>W mith=fo g (zuerstfdanach g).

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
a) Rangh=Rangg

b) Bildh = Bildg

c) Bidf + Kerng=V

Aufgabe 3
Formulieren Sie die grundlegenden Aussagen uber die Losbarkeitsbedingungen und
uber die Losungsmengen linearer homogener bzw. inhomogener Gleichungssysteme.

Begrinden Sie diese Aussagen mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten Ergebnisse
Uber lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen.

Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Dervon der Menge {a1, ap, ..., an} aufgespannte Vektorraum V und der von der
Menge
{aj+ap, ap, ..., an} aufgespannte Vektorraum W sind gleich, es gilt also:
[a1, ap, ..., apl =[a1t+ay, ay, ..., apl

Folgern Sie daraus:

Der Zeilenrang einer Matrix andert sich nicht, wenn man zu einer Zeile eine andere
addiert.

b) Sind a;, ay, ..., an linear unabhangig und ist b keine Linearkombination der a;, so ist
die
Menge { ai, ay, ..., an, b} ebenfalls linear unabhéngig.

c) Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv, wenn die Bilder der
Basisvektoren von V linear unabhangig sind.

d) Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann surjektiv, wenn die Bilder der
Basisvektoren von V ein Erzeugendensystem von W bilden.

e) Ein System paarweise orthogonaler Vektoren a1, ap, ..., an eines euklidischen
Vektorraums V ist stets linear unabhangig.

f)  Das Urbild einer linear unabhéngigen Menge von Vektoren bei einer linearen
Abbildung ist ebenfalls linear unabhangig.



8 -1 4
Aufgabe 5 A= 1 4 4 -7
) -1 8 4
Gegeben ist die affine Abbildung u des euklidischen Punktraums R2 in sich durch die
Matrix A und den Vektor ¢ = 1/9 * (-7; 19; 2) mit der Abbildungsgleichung: x'=A *x + c.
a) Zeigen Sie, dass die Abbildung u bijektiv ist.
b) Berechnen Sie die Fixpunkte der Abbildung u.

c) Zeigen Sie, dass t=1 Eigenwert der Matrix A ist und berechnen Sie die
zugehdrigen Eigenvektoren.

Aufgabe 6

Beweisen Sie den Satz Uber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Die Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels und seines

Nebenwinkels teilen die Gegenseite harmonisch (innen b 7

und aufRen) im Verhéltnis der anliegenden Seiten. / [a > N

Es gilt also zu zeigen: TV(ADB) =- TV(AEB) = b : a. L N
A D B E

Aufgabe 7

Die Matrix A bestimmt sowohl eine lineare Abbildung f des Vektorraums R2in sich als
auch eine affine Abbildung F des affinen Punktraums R? in sich vermdge folgender
Gleichungen:

-4/5 1

a) Begrinden Sie, warum die Abbildung f - und damit auch F - bijektiv ist.
b) Berechnen Sie die Bilder der Punkte B(0; 10), C(10; 10) und D(10; 0).
c) Zeichnen Sie lhre Ergebnisse in ein Koordinatensystem ein (LE = 1cm).

d) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix A.
(Hinweis: A besitzt zwei verschiedene Eigenwerte)

e) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung F.
Von welcher Art ist die Abbildung F (kurze Begriindung)?

f) Geben Sie die affine Normalform der Abbildungsmatrix A an.

g) Zeichnen Sie das Viereck OBCD, seinen Inkreis, sein Mittenviereck und dessen
Diagonalen ein. Zeichnen Sie das Bild dieser Figur.

Hinweis: Zur Zeichnung des Inkreisbildes kann man geeignete Tangenten verwenden.

< . . -3/5 0
X'=A*X X=A*X mit Matrix A =



Aufgabe 8 (zur Wiederholung der analytischen Geometrie im R3)

Gegeben sind der Punkt P (6; 5; 7) und die Vektoren u = (1;-4; 3) und v =(-5; 8; - 6).

a)

b)

d)

f)

9)

h)

)

K)

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E die P enthalt und zu u und v parallel ist.
Ergebnis: E ... 3y+4z-43=0

Bestimmen Sie Gleichung und Mittelpunkt der Kugel K mit Radius r=5, die E in P
bertihrt und auf derselben Seite von E liegt wie der Punkt O.

Ergebnis: K ... (x-6)?+(y-2)2+(z-3)?=25

Gegeben sind die Geraden gk ... x=(-1;2;2)+r* (3 +k; 0; 4 - 7Kk).

Zeigen Sie, dass alle gk in einer Ebene F liegen und bestimmen Sie deren
Gleichung.

Ergebnis: F ... y=2
Far welche Werte k ist gk Tangente bzw. Passante bzw. Sekante der Kugel K?
Bestimmen Sie im ersten Fall die zugehdrigen Berlhrpunkte samt Tangentialebene.

Ergebnis: Tangente fur k = 0: Bg =(2; 2; 6); Ep ... -4x+3z-10=0
k=1: B1=(3;2;-1); Eq1 ... 3x+4z-5=0
Passante fir k<0 oder k>1 Sekante fir 0<k<1

Bestimmen Sie die Schnittgerade h der beiden Tangentialebenen aus d).
Ergebnis: x=(-1;0;2)+s*(0; 1;0)

Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Gerade h.
Ergebnis: 74

Berechnen Sie den Mittelpunkt und die Gleichung der Kugel K', die zu K
symmetrisch bezuglich h liegt.

Ergebnis: K' ... (x+8)2+(y-2)2+(z-1)?>=25

Zeigen Sie, dass Eg und Eq die Kugel K'berlhren und berechnen Sie die
Beruhrpunkte.

Ergebnis: Pg=(-4;2;-2); P1=(-5;2;5)

Zeigen Sie, dass h und | = B1Bo zueinander windschief sind. Berechnen Sie den
Abstand der beiden Geraden samt den zugehérigen FuRpunkten des Gemeinlots.
Ergebnis: H=(-1;2;2) L=(2,5; 2;2,5) d= 12,5

Berechnen Sie die Gleichung und den Mittelpunkt derjenigen Kugel K" mit kleinstem
Radius, die h und | berihrt.

Ergebnis: (4x-3)2+16*(y-2)?+(4z-9)?>=50

Berechnen Sie die Schnittebene von K und K".

Ergebnis: 21x+3z-35=0

Berechnen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Schnittkreises von K und K".
Ergebnis: S =(4/3; 2; 7/3) rad = 5/3

Bestimmen Sie die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen fur die Ebenen Eg
und E1.

Ergebnis: W ... 7IX+z2+5=0 und w, ... Xx-7z2+15=0. wi L ws



