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,,Wie genau ist genau?*
Inhalte fiir einen Pluskurs in der Oberstufe des Gymnasiums

»Wie genau ist genau ?“ - Das war die Frage, der eine Gruppe von Schiilern im August 1998 in 2%wdchiger
Arbeit wihrend eines Schiilerakademie-Kurses nachging. Der vorliegende Beitrag hat zum Ziel, dem Leser einen
thematischen Uberblick iiber die Inhalte eines groBen Teils der Kursarbeit zu bieten und so ein Stiick von dem
Reichtum des Kursthemas sichtbar werden zu lassen. Das interdisziplindre Thema ,,Genauigkeit” ist im Rahmen
der Forderung besonders begabter Schiilerinnen und Schiiler insbesondere auch fiir Pluskurse in der Oberstufe
des Gymnasiums geeignet [14]. Zur thematischen Aufbereitung kénnen die folgenden Gedanken, die von einlei-
tenden, liberblicksartigen Betrachtungen zu exemplarischen Inhalten u. a. der Theorie metrischer Raume und der
Numerik hinfiihren, als Arbeitsgrundlage dienen.

1. Uberblick

Genauigkeit ist ein Begriff, der viele wissenschaftliche Disziplinen entscheidend prigt, jedoch nirgendwo prézi-
se und umfassend definiert wird.

Es scheint, als sei der Blick in die Praxis des jeweiligen Gebietes notwendig, um beschreiben zu kdnnen, was
Genauigkeit sowohl beim Umgang mit Zahlen, als auch in der fachtypischen Argumentationsweise bedeutet.
Genauigkeit ist dabei einerseits eine Anforderung, die die tdgliche Detailarbeit einer Wissenschaft oder auch von
Bereichen der Alltagswelt bestimmt, andererseits hat der Begriff eine metawissenschaftliche, d.h. der Wissen-
schaft libergeordnete Dimension: Manche Wissenschaft wird sogar ganz entscheidend durch ihre fachspezifisch
verwendete Genauigkeit charakterisiert.

Genauigkeit zum Thema der Betrachtung zu machen bedeutet, unterschiedliche Bereiche von Wissenschaft,
Technik und Alltagswelt (moglichst ,,von innen) zu beobachten, dabei die geschilderten verschiedenen Ebenen
zu beriicksichtigen, wichtige Ausprdgungen und die jeweilige Bedeutung von Genauigkeit zu erkennen und in
ein Gesamtbild einzufiigen.

Bevor im Folgenden Betrachtungen zu konkreten Inhalten angestellt werden, die sich als Grundlage fiir einen
Kurs zum Thema ,,Genauigkeit™ eignen, werden Kurziiberblicke {iber Komponenten des interdisziplindren The-
mas ,,Genauigkeit* gegeben und Uberlegungen zur Stoffauswahl angestellt.

Aufgrund der Zusammenhinge zwischen den einzelnen Teilgebieten ist die folgende Einteilung in 1.1. bis 1.4.
nicht unproblematisch: Es ergeben sich Uberschneidungen und gegenseitige Bedingtheiten von Teilaspekten.

1.1. Die Genauigkeit beim Umgang mit Zahlen in der Mathematik

Die Mathematik benutzt Zahlen, um gewisse Aussagen priziser formulieren zu konnen. Was Zahlen in der Ma-
thematik tiberhaupt sind, kann jedoch bereits eine relativ tiefgehende Frage sein. Sie verweist auf die axiomati-
sche Grundlegung mathematischer Theorien und andere mathematische Objekte wie Mengen, Abbildungen, etc.
(vgl. z.B. die Definition der natiirlichen Zahlen auf der Basis der Axiomatik der Mengenlehre). Die Frage nach
dem Wesen des mathematischen Zahlbegriffs ergibt also Zusammenhénge mit 1.2.

Die Betrachtung der mathematischen Anwendungen von Zahlen im Zusammenhang mit der Genauigkeit fiihrt
zum Studium von Teilgebieten der Analysis und von Gebieten insbesondere der angewandten Mathematik.

In der Analysis sind Folgen und Konvergenz von Interesse, wobei es aufschlussreich ist, sich allgemeiner mit
Folgen in metrischen Vektorrdumen zu befassen. Abstandsbegriffe wie Metriken und Normen verweisen auch
auf das Messen im realen Leben.

Uber die Behandlung von offenen e-Umgebungen kann man einen Ausblick auf die Topologie metrischer Réu-
me erhalten, die Instrumente fiir Genauigkeitsbetrachtungen zur Verfligung stellt.

Der Gedanke des Messens mit Hilfe von Zahlen hat sich auch in vielen anderen Gebieten der Mathematik, z.B.
in der Mafitheorie niedergeschlagen.



Die Idee der Steigerung der Genauigkeit findet sich in der Theorie der Approximation wieder. Die Numerik ist
eine Teildisziplin der Angewandten Mathematik, die fiir unser Thema auch wegen der algorithmischen Umsetz-
barkeit von Ndherungsverfahren sehr wichtig ist.

Im Bereich der mathematischen Stochastik und Statistik dienen Schétzer (SchétzgroBen) dazu, wichtige Grofien
bzw. Parameter anzundhern.

Noch viele andere Bereiche der Mathematik befassen sich mit Begriffen, die der Untersuchung der Genauigkeit
mit Hilfe von Zahlen dienen. Zu nennen ist beispielsweise die Betrachtung der Stabilitit der Lésung von Diffe-
rentialgleichungen fiir ,,genaue Zukunftsvoraussagen®, was z.B. in der Physik von Bedeutung ist. Man denke
z.B. an das Verhalten Chaotischer Systeme. Auch Aspekte der Zahlentheorie sind von Interesse.

1.2. Die Genauigkeit bei der argumentativen Formulierung von Gedankengén-
gen in der Mathematik

Die Mathematik als exakte Wissenschaft erweist sich fiir das Thema Genauigkeit als sehr ergiebig. So sind der
Theorieaufbau mit Axiomsystemen, die Logik, die Anforderungen an den mathematischen Beweis und die Dis-
kussion um Computerbeweise, sowie der Versuch, die mathematische Fachsprache ,,mdglichst genau zu ma-
chen®, Bereiche, in denen es um Genauigkeit geht:

B Das Bestreben, eine genaue Sprache der Mathematik zu finden, fiihrt geradewegs zu den Wurzeln der ma-
thematischen Theorien, den Axiomsystemen, die ihrerseits undefinierte Begriffe verwenden. Angesichts von
auftretenden Antinomien und den Erkenntnissen von Goédel erscheint dieses Fundament als nicht uneinge-
schrankt tragfahig. An dieser Stelle wird deutlich, dass erkenntnistheoretische Gedanken und das Einbezie-
hen der Vorannahmen in die Genauigkeit der Resultate eine wichtige Rolle fiir das Thema ,,Wie genau ist
genau?* spielen.

B Teilgebiete der Logik und der Modelltheorie mit ihren Untersuchungen von mathematischen Sprachen und
der Widerspruchsfreiheit von Axiomsystemen konnen zum Thema ,,Genauigkeit mathematischer Sprache*
viele Aspekte beitragen.

B Wiederum die Logik ist gefordert, wenn es um das Ableiten von Sitzen aus den Axiomen geht. Die logische
Strenge bzw. Genauigkeit mathematischer Begriindungsweisen ist fiir die Form von mathematischen Bewei-
sen von hochster Bedeutung. Die geforderte ,,ideale” Genauigkeit in mathematischen Beweisverfahren gilt
als erreicht, wenn die Fachwelt den Beweis gepriift und anerkannt hat. Viele historische Anekdoten wissen
jedoch von der Unzuverldssigkeit des ,,Faktors Mensch® in der Mathematik zu berichten.

B Anwendungsorientiert und aus einem ganz anderen Blickwinkel zeigt die mathematische Sochastik und
Satistik die Genauigkeit von Schlussfolgerungen, wenn Fragen behandelt werden, wie etwa: Wie tragfahig
sind erhobene Daten fiir das Zichen von Schlussfolgerungen? Wie prézise sind statistisch verteilte Messer-
gebnisse? Begriffe wie Standardabweichung, Konfidenzintervalle, Schitzer, Signifikanztests haben mit Ge-
nauigkeit zu tun und dienen als Werkzeug fiir viele andere Wissenschaften.

B SchlieBlich stellt sich beim Blick auf die Mathematik von auBen die Frage, ob die mathematischen Idealisie-
rungen bei der Modellierung von Realitét nicht - verglichen mit der komplexen Wirklichkeit - hochst unge-
nau sind. Die hohe Genauigkeit der Mathematik innerhalb ihrer Theorien wird offenbar mit einer starken
Schematisierung der modellierten Wirklichkeit erkauft. Auch im Bereich der Physik spielt dieser Dualismus
» Genauigkeit - Vereinfachung® eine Rolle.

1.3. Die Rolle der Genauigkeit in der Physik

Die Physik formuliert Erkenntnisse iiber die Natur weitgehend in der Sprache der Mathematik. Damit stehen
Genauigkeitsbetrachtungen oft in engem Zusammenhang mit Inhalten der angewandten Mathematik. Anderer-
seits entscheidet in der Physik das Experiment iiber das mathematische Modell. Insofern ist ein solches mit Hilfe
der Mathematik formuliertes Modell, das u.a. Vorhersagen ermoglichen soll, abhéngig von den Ergebnissen der
experimentellen Praxis und nicht etwa von theoretischen Beweisen.



B Die Physik unterscheidet sich in ihren Vorstellungen zur Genauigkeit also grundlegend von der Mathematik.
Bereits bei physikalischen Messungen stellt sich das Problem der Genauigkeit als praktische Herausforde-
rung des Experimentators.

B Der Begriff ,,sinnvolle Genauigkeit* steht fiir die Forderung nach einem reflektierten Umgang mit der Ge-
nauigkeit von Messdaten.

B Die Theorie der Fehlerrechnung hilft, die Genauigkeit der aus gemessenen Werten errechneten Daten abzu-
schdtzen. Numerische und statistische Verfahren werden dabei angewandt, um Zusammenhénge zwischen
physikalischen Gréfen zu bestitigen.

B In der historischen Entwicklung der Physik hat eine immer groBere Messgenauigkeit die Theorien und das
Weltbild der Physik in mehreren Schiiben revolutioniert. Dieser Zusammenhang zeigt die grofle Bedeutung
der Genauigkeit in der Physik.

B Hohe Genauigkeit in den Messmethoden der Physik darf hingegen nicht {iberbewertet werden: Das determi-
nistische Chaos im Verhalten von gewissen beobachteten Systemen kann ein zu groes Vertrauen in die Ge-
nauigkeit von Voraussagen in der Physik erschiittern: Trotz geringster Abweichungen bei den Anfangsbedin-
gungen ist keine genaue Voraussage des Langzeitverhaltens des beobachteten Systems mehr mdglich.

B Eine weitere Facette steuert die Quantenmechanik bei: Die Einwirkung der Messung auf das beobachtete
System ist nicht mehr zu vernachlassigen und die Messung wird zum Zufallsexperiment. Die Unschérferela-
tion von Heisenberg enthilt diesen Gedanken.

1.4. Beitrdge zum Thema aus anderen Bereichen

Lebensbereiche, in denen Vorstellungen zum Thema Genauigkeit eine Rolle spielen, stehen oft mit der Mathe-
matik oder der Physik in wechselseitiger Beziehung. Insofern bestehen inhaltliche Beriihrpunkte mit den voraus-
gegangenen Abschnitten 1.1. bis 1.3..

B In der alltéglichen Informationsiibermittlung ist die verwendete Genauigkeit situationsbezogen und adressa-
tenabhéngig, oft auch von der Intention des Sprechers geprégt. Die Auffassung von Kommunikationssituati-
onen im Alltag als intersubjektive Austauschprozesse von Informationen fiihrt zur Betrachtung des Menschen
als ,,informationsverarbeitendes Wesen“ und zur Frage: ,Wie genau kann der Mensch wahrneh-
men/denken?. Bei der Informationsverarbeitung und der Konstruktion subjektiver Wirklichkeit durch das
Individuum wird die jeweils verwendete Genauigkeit auf verschiedenen Ebenen wirksam.

B Fragen nach menschlicher Wahrnehmung, der Bildung von Begriffen und kognitiven Netzen schlieBen sich
an und zeigen die Bedeutung der Psychologie sowie in Randbereichen auch der Medizin und der Biologie fiir
das Thema ,,Genauigkeit™.

B Bei der Arbeit mit dem Computer ist der richtige Umgang mit der verwendeten bzw. mdglichen Genauigkeit
wichtig. Angesichts der vielen Einsatzgebiete des Computers fiir Berechnungen, Simulationen, Auswertun-
gen, etc. muss sogar von einer steigenden Bedeutung von Genauigkeitsbetrachtungen ausgegangen werden.

B Dass die Genauigkeit neben der Physik auch im Bereich weiterer Natur- und Ingenieurwissenschaften eine
zentrale Rolle spielt, liegt auf der Hand. Oft sind wiederum Numerik oder Stochastik/Statistik die Teilgebiete
der Mathematik, die angewendet werden.

B Die Genauigkeit juristischer Beweisverfahren kann mit der des mathematischen Beweises verglichen werden.
Normen fiir das Zusammenleben der Menschen brauchen einerseits eine Toleranzbreite fiir menschliches
Ermessen, andererseits Verbindlichkeit in ihrer regelnden Funktion. Dies kann als Genauigkeitsproblem
aufgefasst werden.

B Aussagen der Erkenntnistheorie zur Frage ,,Was konnen wir wissen? und viele andere philosophische Uber-
legungen konnen zusétzliche Gesichtspunkte fiir das Thema ,,Genauigkeit* liefern.



Es gibt sicherlich noch andere Lebensbereiche, aus denen Denkanstéfe zum Thema ,,Wie genau ist genau?*
kommen. In jedem Falle konnen sich Gedanken zum Thema ,,Genauigkeit™ nicht auf Mathematik und Physik
beschrianken, sondern miissen vielfaltige interdisziplindre Gesichtspunkte mit einbeziehen. Umgekehrt wird die
Bedeutung und auch die Stellung der Mathematik innerhalb der anderen Lebensbereiche sichtbar.

2. Gedanken zur Stoffauswahl

In seiner Vielfalt kann das Thema Genauigkeit mit einem Mosaik verglichen werden. Auf den ersten Blick gibt
es viele, oft zunichst unzusammenhingend erscheinende Einzelbefunde und Erscheinungsformen von Genauig-
keit. Diese ,,Mosaiksteinchen® ergeben dann aber geordnet und aus einer facheriibergreifenden Distanz betrach-
tet ein Gesamtbild, das nicht von vornherein festgelegt ist und je nach Betrachter und Blickwinkel unterschied-
lich sein kann. Dieses Gesamtbild in seiner Farbigkeit, Komplexitdt und auch oft Fragmenthaftigkeit herzustel-
len ist das Ziel der Auseinandersetzung mit dem Thema ,,Genauigkeit®.

Fiir die Stoffauswahl erscheint es sinnvoll, in einem Kurs zum Thema ,,Wie genau ist genau?* ein Grobraster des
Gesamtmosaiks zu vermitteln. Das bedeutet, dass die Vielfalt der Themenstellung an exemplarischen Inhalten
verdeutlicht werden sollte. Dabei sollten insbesondere in der Mathematik die einzelnen Inhalte so genau behan-
delt werden, dass das wissenschaftliche Grundprinzip deutlich wird. Nur so kénnen sich spiter dann passende
Mosaiksteinchen um den Kristallisationspunkt der bekannten Mosaiksteinchen herum anlagern und das Gesamt-
bild immer weiter ergénzen.

Im Hinblick auf Lernstrategien ist es dabei niitzlich, die Schiiler auf die mosaikhafte Struktur der Behandlung
des Themas hinzuweisen.

Es wird kaum mdglich sein, alle in 1. aufgefiihrten Inhalte im Rahmen eines Pluskurses oder eines Kurses einer
Schiilerakademie zu behandeln.

Der Zugang zu einigen relevanten Teilgebieten der Mathematik erweist sich als sehr aufwéndig, andere Teilge-
biete werden erst nach einiger Arbeit am Thema als interessant erkannt. Es ist auch darauf zu achten, dass der zu
bearbeitende Themenbereich eine Betrachtung der Genauigkeit auf verschiedenen Ebenen (innerwissenschaft-
lich-inhaltlich, metawissenschaftlich) zuldsst.

Die Inhalte sollten so ausgewihlt werden, dass Gebiete beriicksichtigt werden, die zusédtzlich zu ihrer wissen-
schaftlichen Tiefe einen hohen Anschauungs- und/oder Anwendungswert haben. Die Numerik mit ihren Verbin-
dungen zu anderen Disziplinen erfiillt diese Anforderung. Beispielsweise eignet sich die Approximation in linea-
ren Vektorrdumen wegen ihrer Allgemeinheit, bemerkenswerter Sétze und weitgehender thematischer Abge-
schlossenheit. Anwendungen in der Physik ergeben sich bei der Fehlerrechnung (Methode der kleinsten Quadra-
te, Regressionsgerade). Fiir die Arbeit am Computer liefert die Numerik verwertbare Algorithmen. Interessante
Modellvorstellungen und Grundgedanken der Mathematik - z.B. Metriken als verallgemeinerte Abstandsbegriffe
- treten hinzu.

Das genannte Teilkapitel der Numerik, erweitert um Sachverhalte aus der Theorie metrischer Vektorrdume, ist
geeignet, einen thematischen Hauptstrang zu bilden, der durch Beispiele und Zusatzgedanken bereichert werden
kann.

Es sollte dabei immer wieder darauf hingewiesen werden, dass nicht nur die mathematischen Objekte und ihre
Anwendung, sondern auch die Art ihrer Behandlung Gegenstand der Betrachtung sind. Gewissermaf3en hat die
Kursarbeit zwei Dimensionen: Einerseits die sachliche Dimension, in der die jeweiligen Theorien und Begriffe
(z.B. Approximation in normierten Vektorraumen) im Vordergrund standen, andererseits die exemplarische
Dimension, namlich das Praktizieren und das Erkennen der Praxis der jeweiligen fachspezifischen Genauigkeit
bzw. Strenge (z.B. korrektes Beweisen).

Wie bereits oben deutlich wurde, zeichnet sich das Kursthema durch besondere Vielgestaltigkeit aus. Der Ver-
gleich mit einem Mosaik, dessen kleine Steinchen erst in der Gesamtschau ein Bild ergeben kdnnen, wurde ge-
zogen.

Eine zu treffende Auswahl an Lerninhalten fiir den ersten Teil des Kursgeschehens sollte daher die folgenden

Ziele vereinigen:

B Sie sollte die Vielgestaltigkeit des Themas erkennen lassen.

B Sie sollte aber auch jeweils so in die Tiefe gehen, dass exemplarisch die fachspezifische Vorstellung von
genauem (wissenschaftlichen) Arbeiten deutlich wird. Geschlossene fachliche Einheiten (z.B. Metriken und
Normen, kleine Kapitel aus der Numerik, Beispiele fiir deterministisches Chaos in der Physik etc.) empfehlen
sich hier.

B Die Auswahl sollte solide Ankniipfungspunkte fiir den zweiten Teil des Kursgeschehens bieten.



Diese Uberlegungen lieBen es sinnvoll erscheinen, im ersten Teil des Kursgeschehens der Schiilerakademie
Themen aus der Theorie metrischer und normierter Vektorriume, Uberlegungen zu Folgen, Themen aus der
Approximationstheorie (Numerik), und ergénzend Aspekte zur Axiomatischen Grundlegung von mathemati-
schen Theorien zu behandeln. Dies in Form von Vortriigen der Teilnehmer, Diskussionen und Ubungen zu tun,
bot sich an. Als Anwendung, aber auch als Kontrapunkt sollten Gedanken zur Fehlerrechnung in der Physik,
zum deterministischen Chaos und eventuell auch ein Einblick in die Quantenmechanik dienen. Ausblicke gaben
Aspekte der Statistik und der geschichtlichen Entwicklung des mathematischen Beweises.

Im Einzelnen fanden im Kurs die folgenden Vortréige statt:
Vortrage

Einfithrung: etwas Aussagenlogik, Quantoren, vollstdndige Induktion
Metriken und Normen

Skalarprodukt, Cauchy-Schwarz-Ungleichung; Umgebungen

Offene und abgeschlossene Mengen, Topologie

Folgen, d-Konvergenz von Folgen

d-Cauchy-Folgen und d-Konvergenz

Uberblick iiber die axiomatische Grundlegung der reellen Zahlen

X NN R WD =

Néherung von 7 und V2 durch Folgen; numerische Umsetzbarkeit

9. Der Approximationssatz von Weierstral3

10. Approximation in normierten Vektorriumen: Der Fundamentalsatz der Approximationstheorie
11. Die Eindeutigkeit der besten Approximation

12. Normalgleichungen und lineare Regression

13. Fehlerfortpflanzung in der Experimentalphysik

14. Die Ausgleichsgerade

15. Chaos und Genauigkeit: Kausalitit, Determinismus, Phasenraum, Sensitivitit

16. Beispiele fiir chaotisches Verhalten im physikalischen Experiment (z.B. das Pohlsche Rad mit Unwucht)
17. Genauigkeit mathematischer Begriindungen: Archimedes und die Berechnung des Kugelvolumens
18. Ein Beispiel fiir die Gewinnung ,,sicherer* statistischer Aussagen: Signifikanztests

Die eher iiberblicksartigen Vortrage 1, 7, und 12 wurden von den Kursleitern iibernommen.

Der Teil der Kursarbeit, iiber den berichtet werden soll, fand in Form von Vortrdgen der Schiiler mit Fragen und
Diskussion statt, oft mit daran anschlieBenden kurzen Ubungen.

Die Vortragsthemen wurden bereits im Vorfeld auf die Kursteilnehmer verteilt, Unterlagen zur Vorbereitung des
Kurses und des personlichen Vortragsthemas, u.a. Ausziige aus geeigneter Fachliteratur wurden den Schiilern
zugesandt. Eine Auflistung der Quellen fiir die Vorbereitung der einzelnen Vortrdge werden hier jeweils unter
den Vortragstiteln wiedergegeben und finden sich auch im Anhang von [13].

Bei den Vortragsthemen wurde darauf geachtet, dass nicht zu viele der Vortrage inhaltlich aufeinander aufbau-
ten.

Vorschldge zur Variation des thematischen Aufbaus im Hinblick auf die Verwendung in einem Pluskurs finden
sich in Abschnitt 4. Zundchst kommen wir jedoch zu den im Kurs ,,Wie genau ist genau?* bearbeiteten Inhalten,
die im Folgenden relativ ausfiihrlich wiedergegeben werden. Die eine oder andere Schwerpunktsetzung ist dabei
durch Mitwirkung der Kursteilnehmer und durch das unmittelbare Geschehen im Kurs entstanden. An dieser
Stelle sei deshalb auch auf die Dokumentation des Kurses durch die Kursteilnehmer in [2] verwiesen, die auf
dhnliche Weise den Vortragsteil des Kurses beschreibt.



3. Kursinhalte

3.0. Das Vorbereitungsblatt

Um darzustellen, von welchen gemeinsamen Voraussetzungen der Kurs ausging, wird im Folgenden das an die
Teilnehmer versandte Vorbereitungsblatt im Wesentlichen wiedergegeben. Quantorenschreibweisen, dieim Kurs
Anwendung fanden, werden bei dieser Wiedergabe der Inhalte zum Zwecke der besseren Lesharkeit vermieden.

Zur Vorbereitung stellen wir Euch ein paar Begriffe und Schreibweisen aus der Mathematik zusammen, die
gleichzeitig auch als eine Art ,,Grundstock™ fiir das Verstandnis der von Euch vorzubereitenden Literatur und die
Kursarbeit dienen sollen.

N, Z, ©, R, C bezeichne jeweils die Menge der natiirlichen, der ganzen, der rationalen, der reellen und der
komplexen Zahlen, ,,so, wie Ihr sie kennt* (genauere Gedanken machen wir uns im Kurs).

Mathematische , Abklrzungen®:

Sei A eine Menge. Quantorenschreibweisen (im Folgenden nicht mehr verwendet):

VaeA : .. Dbedeutet: Fiiralleae Agilt: ... (hier folgt eine Aussage)

JaeA : .. bedeutet: Esexistierteina € A, so dass gilt: ... (hier folgt eine Aussage)

Zur Bildung von Schnitt- und Vereinigungsmenge kennt Ihr die Symbole ,, » “ und ,, U “. Abkiirzend schreibt

man auch z.B. ﬂAn = AANnA;NnA;n ... oder: ﬁAi =A NA, N ... NA,
ganz analoge Scfrnsibweisen gibt es fiir die Vereinigungs]r;lenge von Mengen A, , A;, Az, ..., und auch fiir Sum-
men (2 ) und Produkte ([] ) von Zahlen a,  a,, a3, ... ,z. B. ﬁai =a;-ay .8, .
Fiir Mengen A und B definiet man A x B ={ (a,b) lae /:f b € B }, die Menge der 2-Tupel mit Koordina-

ten aus A und B. Entsprechend kiirzt man ab: IR?> = IR x IR , und definiert sogar fiirn € IN:
R" = Rx Rx Rx ... x IR (n-mal). Ein Element a € R" sicht so aus: a = (a;, a,, a3, ..., a,) oder

a,

a=|a, |, jenachdem, ob wir einen Zeilen- oder Spaltenvektor betrachten wollen.

Definition:
Sei G eine Menge und +: G x G — G eine Abbildung. (G; + ) heifit kommutative (oder abelsche) Gruppe, falls
gilt:

i) Firallea,b,c € Ggilt: (a+tb)+c =a+(b+c) (Assoziativitit)
ii)  Es gibt ein (neutrales Element) e € G,
so daf fiir alle a € G gilt eta=a (Existenz eines neutralen Elements bzgl. +)
iii) Fiirjedesa € Ggibteseina’ € G,sodass: a+a' = ¢ (Existenz von Inversen bzgl. +)
iv) Firallea,b e Ggilt: a+b = b+a (Kommutativitit)

Bemerkung: Man schreibt gemeinhin a + b statt genauer + (a, b ) (wie bereits oben geschehen), das neutrale
Element beziiglich der additiven Verkniipfung schreiben wir mit 0, das inverse Element zu a schreiben wir als -a.

Definition:
Sei IR die Menge der reellen Zahlen, (V,+) eine abelsche Gruppe und - : IR x V — V eine Abbildung.
(V; +; -) heilit IR-Vektorraum, falls gilt:

Firallea,b e Vundfiiraller, s € R gilt: i) - (a+b)=r-a+r-b
i) (r+s)-a=r-a+s-a
i) (r-s)-a=r1-(s-a)

iv)l-a=a



Bemerkung: Ganz analog definiert man einen C-Vektorraum.
Aufgabe: Uberzeuge Dich davon, daB (R",+,- ) ein R-Vektorraum ist, und zwar fiir jedes n € IN.

Definition:
Sei[a;b]mita,b e R einIntervall[ a; b ] < IR. Dann bezeichnet C [ a; b ] die Menge der auf
[a;b] stetigen Funktionen.

Bemerkungund Aufgabe: (C[a;b],+, ) istein R-Vektorraum. (Beweis bitte selbst!)

Definition:
Sei (V; +; - ) ein IR-Vektorraum, g, , g5, g3, ... , g€, € V . Die Menge

span(gl,gz,...,gn)::{Zkigi | AieR Vi=12,..,n}

i=1

heit der von g, , g5, ... , g, aufgespannte Untervektorraum von V

Aufgabe: Wer will, mége sich davon iiberzeugen, dal ( span (g, &, ... , €, ) , +, - ) tatsdchlich ein Vektor-
raum ist .

3.1. Einflihrung: etwas Aussagenlogik, Quantoren, vollstindige Induktion
Quelle zur Vorbereitung: [20], §§ 1, 2

Nach dem ersten Treffen im Kurs, gegenseitigem Kennenlernen und einem ersten kleinen Impulsreferat der
Kurdleiter Uber Vorstellungen von Genauigkeit (z.B. in Zitaten) begann die Kursarbeit mit einer vertiefenden
Besprechung der Inhalte des Vorbereitungsblattes. Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion wurde vorge-
stellt, das als Axiom im Axiomsystem der natiirlichen Zahlen von PEANO verankert ist.

3.2. Metriken und Normen
Quelle zur Vorbereitung: [23], Kap. 6, S. 55-57, [7], S. 8-13

Die genauigkeits-relevante Frage, die (u.a.) zur Betrachtung von Metriken und Normen flhrt, ist die Frage nach
€inem mathematischen Instrument, das es erlaubt, zu unterscheiden, wann zwel Elemente einer Menge als iden-
tisch anzusehen sind bzw. wie ihre Unterschiedlichkeit quantitativ gemessen werden kann.

Metriken
Definition: Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X > R, (x,y) - d(x,y)
heifit Metrik (auch: Abstandsfunktion), wenn gilt:

(D) Firallex,y € X gilt: d(x,y)=d(y,x)>0 (Symmetrie und Nicht-Negativitét)
(D2) Firallex,y € X gilt: d(x,y)=0<x=y
(D3) Firallex,y € X gilt: d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Das Paar ( X, d ) heifit metrischer Raum.

Aufgaben:
A) a) Weise nach, daf} (IR,d) ein metrischer Raum ist, wenn IR die Menge der reellen Zahlen ist und man die
Abbildung d durch d(x, y) =|x—y| fir x,y € R definiert!
(Nachweis der Eigenschaften (D1) bis (D3) in der Definition oben!)
b) Zeige auBerdem: Die Metrik d ist translationsinvariant, d.h. fiir alle a, b, ¢ € R gilt:
d(atc,b+c) = d(a,b) !
c) Zeige ferner: Die Metrik d ist invariant gegeniiber Spiegelungen am Nullpunkt, d.h. fiir alle a, b € IR
gilt: d(a,b) = d(-a, -b)



B) Gegeben ist ein metrischer Raum (X, d) und eine Teilmenge Y < X. Zeige, dal man dann durch
Einschriankung der Abbildung d auf YxY eine Metrik auf der Menge Y erhilt!
Diese Metrik heif3t tibrigens die auf Y von (X,d) induzierte Metrik.
C) Fiir jede Menge X definiert man die triviale Metrik durch
(Hdx,y)=0 firx=y und
2)dx,y):=1 firx=y ,mit(x,y € X).
Uberzeuge Dich davon, daB die Eigenschaften (D1) — (D3) erfiillt sind!

Normen
Definition: Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer Norm auf V versteht man eine Abbildung
l.: V>R, x>|x| , firdie gilt

(N1)Firallex € Vmitx#0gilt:  [x|>0 und|0]|=0 (Nicht-Negativitst)
(N2) Firallex € V, k € R gilt: kx| = K| - [Ix]
(N3) Fiiralle x, y € V gilt: x +yll <l +lyll  (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V, ||.|| ) heif3t normierter VVektorraum.

Satz: Es sei (V, |.]| ) ein normierter Vektorraum.
Dannist d: VxV >R, d(x,y) :=||x - y|| eine Metrik auf V.

Aufgabe:
Versuche, durch Nachweis der Metrikeigenschaften (D1) bis (D3) fiir die Abbildung d selbst einen Beweis fiir
diesen Satz zu finden!

L 6sung:

Bewels: Nachweis der Metrikeigenschaften (D1) bis (D3) fiir d: Es seienx,y,z € V:

D) dx, y) =[x -yl = [-(y =l = [-1[ [ly - x[| = [ly - x][ = d(y, x) 2 0 (wegen (N2) und (N1))

(D2): x=y©x-y=0&|x-y|=0edx,y)=0 (wegen (N1))

D3): dix, ) =[x -z|| =[x -y +y-z[<[x-y[|+]y-zl=dx,y) +d(y,z)  (wegen(N3)) g.ed.
Aufgabe:

Beweise, daf3 es sich bei den folgenden Normen tatsdchlich um Normen handelt!
(Die Normeigenschaften (N1) bis (N3) sind nachzurechnen!)

1. Euklidische Norm
Vi
Fiir n-dimensionale Vektoren v=| ... | € IR" ist durch den Ausdruck ||V||E = ||v|| ) = NP+, +vE) die eukli-

dische Norm auf IR" definiert.

2. Betragssummennorm
Fiir n-dimensionale Vektoren v € R" ist durch den Ausdruck ||V||S = ||V||1 = |v1| +...+|Vn| die Betragssummen-
normauf IR" definiert.

Anschauliches Beispiel( fir n=2): sog. Manhattandistanz (kirzeste Verbindungsstrecke zweier Orte in einem
rechtwinkligen Straf3ennetz).

3. Maximumnorm
Fiir n-dimensionale Vektoren v € R" ist durch den Ausdruck || v ||M = max(l V1|, ,| Vn|)die Maximumnorm

auf R" definiert.



Ubungsaufgabe w

Man kann fiir zwei reelle Zahlen folgendermaflen einen neuen Ph
Abstand d* definieren:

Fiir a> 0, b > 0 projiziert man die Punkte (a|0) (b |0 ) vom
Punkt ( 0|1 ) auf die Winkelhalbierende w des ersten und 0 a b
dritten Quadranten. Der Abstand d*(a, b) sei definiert als die
euklidische Entfernung der Projektionspunkte P, und Py, (also
entlang der Winkelhalbierenden gemessen) (vgl. Abb. 3.2.1). -1

Fiir a <0, b < 0 projiziert man entsprechend vom Punkt (0] -1)
aus. Abb. 3.2.1

K

1+]a])-(1+[b])
Bestimme dazu die Schnittpunkte P, ( x, |y, ) und P, ( Xy | yp ) der projizierten Strahlen s, (durch (0|1) und
(a|0)) und sy, (durch (0|1) und (b]0)) mit der Winkelhalbierenden w, und berechne die Entfernung P,P, aus den
Koordinaten mit dem Satz des Pythagoras!

b) Finde heraus, wie die Definition von d* fiir zwei Zahlen mit unterschiedlichem Vorzeichen lauten muf.
Uberlege Dir dazu, wie die zugehdrige Norm definiert ist!

¢) Zeige, dass d* den drei Bedingungen (D1) bis (D3) fiir Metriken geniigt!

d) Ist d* invariant gegeniiber Spiegelungen am Nullpunkt und gegeniiber Translationen?

e) Ist d* fir Genauigkeitsbetrachtungen wohl eine geeignete Norm?

a) Zeige, daB in beiden Féllen gilt: d*(a,b) = x/E (

L 6sung der Ubungsaufgabe

Ja-b)
R R
Die Koordinaten der Projektionspunkte P, und P, bestimmt man als Schnittpunkte der Winkelhalbierenden g

mit g(x)=x mit der Geraden s, durch die Punkte ( 0| 1 ) und (a | 0) bzw. s, durch die Punkte (0|1 ) und (b | 0)
falls a, b > 0, sowie mit der Geraden durch die Punkte (0 |-1 )und (a|0 ) bzw. (0|-1)und (b]|0) falls

a b
1+|a|]““dpb(1+|b|

Betrage durch Vereinigung der beiden Fille eingefiihrt werden). Der Wert d*(a, b) ergibt sich mit dem Satz
des Pythagoras, woraus (3.2.1) folgt.

a) Zu zeigen war, dass in diesen beiden Fillen gilt: d *(a,b) = x/E ( (3.2.1)

a

a,b <0. Dabei erhilt man fiir beide Fille die Punkte Pa[1—||
+|a

LJ (wobei die
1+ | b |

b) AuBlerdem ist zu untersuchen, wie die Definition von d* ergénzt werden kann fiir den Fall, dass die beiden
Zahlen unterschiedliches Vorzeichen haben. Sei also 0. B. d. A. a>0, b<0: Wegen (0| 0) € w ist es sinn-
voll, zu definieren: d*(a,b)=d*(a,0)+d*(0,b)

|a|+|b|+2|ab]|

Durch Einsetzen von (3.2.1) erhdlt man: d *(a,b) = ﬁ (3.2.2)
il+| a |Hl+|b|}

fiir diesen Fall unterschiedlicher Vorzeichen von a und b.
Eine Darstellung, die alle drei Félle von (3.2.1) und (3.2.2) umfasst, lautet:

~b+a-|b|-|a|b|
(1+]a])-(+[b])
¢) Fiir (3.2.3) ist nun zu zeigen, dass d * eine Metrik auf R ist:

, ~b+a|b|-|a|b| |b-a+bla|-|ba

(DD gx(a,b) =2 K =2

(1+]a)-(+]b]) (1+[b[)-(1+]a])
und offensichtlich d*(a,b) >0
a—b+a|b|—|a|b|

U+fal}-0+[b])
Falls a und b von Null verschieden sind und verschiedene Vorzeichen haben, hat die Gleichung keine Losung,
weil dann alle Summanden das gleiche Vorzeichen haben. Also haben a und b das gleiche Vorzeichen, woraus

d*(a,b) =J§|a (3.2.3)

=d*(b,a)

(D2): d*(a,b) =02 |

:0<:>a—b+a|b|—|a|b:0



a | b | = | a | b folgt. Damit ist a+a | b | =b +| a | b genau dann erfiillt, wenn a=b.
Ist umgekehrt a = b, so ist offensichtlich d*(a,b)=0.
(D3):  d*(a,b) =[P, =P,|,; d*(a,c)=|P,—P]: d*(b,c)=||P, —P,|;nach Definition. Aufgrund der
Dreiecksungleichung der euklidischen Metrik des IR" gilt die Dreiecksungleichung auch fiir d*.
d) Die Metrik ist nun auf Invarianz gegeniiber Spiegelungen
am Nullpunkt und gegeniiber Translationen zu untersuchen:
Aus allen a € R wird bei Spiegelung am Nullpunkt -a. Es gilt:
d*(a 0)—\5 | a—0+a| 0 |_| . |O| = | |—1|-(-a+0—a| 0 |+| a|0| =d*(-a,0), was eine Invarianz von
’ (+[a])-{1+]0]) W+ ]-1]-|-a])- 01+ 0]) o

d* gegeniiber Spiegelungen am Nullpunkt darstellt.
Die Invarianz beziiglich der Translation widerlegt man mit einem Gegenbeispiel:

d*(0,2)=+2 IO, S ol BN, N Ll =d*(2,1)+d*(0,1)

1+] 2] (4] 2])-@+[1]) "7 (1+0)-(1+]1])

e) Im Anschluss an diese Ubung wurde im Kurs diskutiert, inwiefern diese Metrik fiir Genauigkeitsbetrachtungen
geeignet ist. Weil die Metrik nicht tranglationsinvariant ist, dirften sich bei manchen Genauigkeitsbetrachtun-
gen Unubersichtlichkeiten und Anpassungsprobleme ergeben.

3.3. Skalarprodukt, Cauchy-Schwarz-Ungleichung; Umgebungen
Quelle zur Vorbereitung: [23], Kap. 6, S. 55-60

Der Begriff der e-Umgebung ist wichtig fur so manche Genauigkeitsbetrachtung und daher das Ziel dieses Vor-
trags.

Definition: Es sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung 6:VxV 5> R; (X,y) o(x,y) heifit bilineares,

symmetrisches, positiv definites Skalar produkt, wenn gilt:
Fiir allek, 1 € R und fiir alle x,y,z eVist: o(kx+ly,z)=ko(x,z)+10(y,z) (o bilinear)

o(xky+lz)=ko(x,y)+1o(x,z) (c symmetrisch)
6(x,y)=0(y,Xx) (o positiv definit)
Fiir alle x # 0 ist 6 (x,x) >0

Satz: Fiir einen Vektorraum V und ein Skalarprodukt ¢ auf V gilt:
Durch || X || =.4/0(x,x) wird eine Norm auf V definiert.
Bewels. EsseixeV. (N1): || X ||=0c>w/0(x,x =0<0xx)=0<x=0
02): o] =0 o ko0 =K o) =K [ x | = o] =[x
um (N3) zu nachzuweisen, benétigt man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
VXx,yeV: 0(x,y)£||x||o||y|| (3.3.1)
Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Falls y=0, gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung trivialerweise. Es sei (mity #0) p:= ° EX’ y; -
cy,y

die sog. orthogonale Projektion von x auf y und h := x — p das sog. Lot von x aufy.
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Dann gilt : 0<o(hh)
=0 (X—p,x—p)
=0 (x,x)=20(x,p)+0(p,p)
o(x,y)

(nach Definition vonp) =o(X,x)-2———=0o(X,y)+
6 (y,y) o (y,y)

2
G(X%G ™.y)

_o(xx)0(y,y)-0(x, y)’
o (y,y)

Damit : 6 (X, y)2 <0 (x,x)0 (y,y). Durch Wurzelziehen ergibt sich (3.3.1). q.e.d.
Anmerkung: Ein Gleichheitszeichen steht in (3.3.1) genau dann, wenn x und y linear abhéingig

sind.
Beweis:
S0y =0 0)-0(y) ©h=0 ox=p ox=I0Y,
o(y,y)
»<": Gegenrichtung: Wenn x und y linear abhingig sind, gibt es ein geeignetes v, so daBl x =y-y.
Daraus folgt: 6 (x,y)=7-6(y,y)
= X = —G (X’ Y) . ) ) . .
o (y,y) (siche Aquivalenz in ,,=))
e oy’ =0(xX)-0(yy)

g.e.d.
Fortsetzung im Beweis der Normeigenschaften:

(N3): ||x-|—y||2 =0(xX+y,x+y)=06(XX)+2-0(x,y)+0(y,y)
Sc(x,x)+2-||x||~||y||+c(y,y)

=(=1+1x 17 qed.

Beispiele und Aufgaben:
X1 yi

A) Zu den beiden Vektoren x=| : |[e R" undy=| : |eR" istdas kanonische Skalarprodukt
Xn yn

o(x,y) == <x,y > wie folgt definiert: <x,y> =X,y; +...+X,¥,

Die dazugehorige Norm ist die euklidische Norm: || X ||E = <X,X> =4/ X] +...+ x> . Rechne dies nach!

Dazu gehort wiederum die euklidische Metrik auf R": d (x,y) =] x -y || =J(x1 —y )+ (x, -y,
Begriinde, warum zwischen der euklidischen Norm und der Maximum-Norm (siehe 3.2.) die folgende Be-
ziehung gilt: " X ||M < || X ||E < x/E” X ||M (3.3.2)

B) Zu einer Menge X sei B(X) definiert als der Vektorraum aller beschréankten, reellwertigen Funktionen auf X,
also aller Funktionen f : X — IR mit sup {| f(x) | xeX }< oo . Dann gilt der folgende
Satz: || . ||OO mit || f ||OQ = sup {| f(x) | xeX } ist eine Norm auf B(X).

Aufgabe: Beweise diesen Satz!
L dsung:
Beweis: (N1) und (N2) sind klar. Zu (N3):

||f+g||oO :sup{| f(x)+g(x)|:xeX} < sup{|f(x)|+|g(x)|:xeX}
<sup {| f(x) |:x eX }+sup {| g(x) |:x eX } = || f ||OO +|| g ||0O g.e.d.
C) Satz: Sei [a,b] < R und C[a,b] der Vektorraum aller stetigen Funktionen f:[a,b]— IR. Dann gilt: Fiir jede
1
. I
reelle Zahl p > 1 ist durch || f || p= { “ f(x) |lo dx] ’ eine Norm gegeben, die p - Normauf C[a,b] heilit.

a

Beweis: Wieder sind (N1) und (N2) offensichtlich.
(N3) beruht auf der Minkowskischen Ungleichung, die im Kurs nicht behandelt wurde.
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Offene Kugeln und Umgebungen
Definition:  Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d) , a € X und € > 0 . Die offene Kugel B(a,g) um den Punkt
a mit dem Radius ¢ ist definiert als: B (a,g) = { xeX:d(a,x)<e }

Definition:  Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U < X heiflit Umgebung des Punktes x € X, wenn
es ein € > 0 gibt, so dass B(x,e) c U.

Insbesondere ist B(x,g) selbst eine Umgebung von x , die sogenannte g-Umgebung von x.
Aufgabe: A) Im IR* kénnen offene Kugeln bzw. e-Umgebungen je nach Metrik recht unterschiedlich aussehen.
Skizziere jeweils die Einheitskugeln B((0|0),1) fiir die zur Maximumnorm, zur Betragssummen-
norm und zur euklidischen Norm gehoérigen Metriken!
B) Uberlege, welche Form die Einheitskugeln B((0[0]0),1) jeweils im IR* haben!
Lésung: A) Abb. 3.3.1 zeigt B(a,e) (a € IR*) fiir die zur Maximumnorm gehorige Metrik, Abb. 3.3.2 B(a,g)

fiir die zur Betragssummennorm gehdrige Metrik und in Abb. 3.3.3 ist B(a,e) fiir die euklidische Metrik skiz-
ziert.

- . ah
4 @

Abb. 3.3.1 Abb. 3.3.2 Abb. 3.3.3

X1

B) Im IR’ haben die Einheitskugeln die Form eines Wiirfels (Maximumnorm), eines Oktaeders
(Betragssummennorm) bzw. einer Kugel (euklidische Norm)

3.4. Offene und abgeschlossene Mengen, Topologie
Quelle zur Vorbereitung: [23], Kap. 6, S. 55-63, [20], §13 S. 1

Die Fortsetzung der Gedanken von 3.3 erlaubt einen Einblick in die Topologie mit ihren besonderen genauig-
keits-spezifischen Schtweisen.

Offene Teilmengen

Definition: (X,d) sei ein metrischer Raum.

U c X heiBt offen, wenn die Menge U Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. Fiir alle xeU gibt es ein € > 0 mit
B(x,e) cU

Beispieleund Aufgaben: Es seiena,b € IR, a<b.

Dann ist das Intervall Ja,b[ in IR offen, denn fiir jedes xe]a,b[ gibt es ein ¢, so dass B(x, €)=]x-¢ , x+e[ < Ja,b[ .
(Man setzt z.B. € :=min (b-x, x-a).)

]a, o[ und ]-o0,a[ sind offen. Warum? Schreibe die Begriindung auf!

Begriinde auch, warum [a,b] und [a,b[nicht offen sind!

L dsung: Fiir x = a gibt es kein € >0, so dass B(x, €)=]a-g, ate[ ganz im jeweiligen Intervall enthalten wiére.

Bemerkung: In R" erhélt man mit der euklidischen und mit der Maximum-Norm denselben Begriff einer offe-
nen Menge, d.h. jede beziiglich der euklidischen Norm offene Menge ist auch beziiglich der Maximum-Norm
offen und umgekehrt.

Beweisidee: Bezeichnet man die e-Umgebungen mit
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B (a, €) := {x&€ X | ||a-x||g <e} fiir die euklidische Norm bzw.
B’(a, ) := {xe X | ||a-x||m <e} fiir die Maximum-Norm, dann gilt:
€
Vn
Damit gibt es fiir jede ,,euklidische Kugel* eine in ihr enthaltene ,,Supremum-Kugel“ und umgekehrt. Deshalb
enthilt jede beziiglich der euklidischen Norm offene Menge U fiir jedes x € U auch eine ,,Supremum-Kugel*.
Das bedeutet, dass U auch offen beziiglich der Supremum-Metrik ist (entsprechend auch die umgekehrte Rich-

tung).

Aufgabe: Versuche, diese Beweisidee genauer aufzuschreiben und einen richtigen, liickenlosen Beweis daraus
zu machen! Uberlege Dir, ob eine #hnliche Aussage wie die in der Bemerkung oben auch fiir Maximum-Norm
und Betragssummen-Norm gilt! (ggf. Beweis!) (Beschrinke Dich, wenn Du willst, auf den IR? oder den R* 1)

B’ (a, ) < B(a,e) < B’(a, &) (man benutzt 3.3.2)

Satz 3.4.1:
Es sei wieder (X,d) ein metrischer Raum. Es gilt:
i) {} und X sind offen.
ii) U,V c X sind offen = UNV ist offen.
Damit auch: Der Durchschnitt endlich vieler offener Teilmengen von X ist wieder offen.
iii) Sei I eine beliebige Indexmenge und seien U;, i € I, offene Teilmengen von X. Dann gilt:

Die Vereinigungsmenge U U; ist wieder offen.
iel
(im Kurs ohne Beweis, nur eine Beweisskizze durch die Kursleiter)
Aufgabe: Beweise moglichst viele der Aussagen von Satz 3.4.1!

Anmerkung und Aufgabe: Fiir unendlich viele offene Mengen muss die Schnittmenge nicht offen sein.
Finde ein Beispiel dafiir!

L dsung: Zum Beispiel: ﬂ ]—l R l-i-l [=10,1] ist nicht offen, aber alle Intervalle, aus denen die
n

neN

Schnittmenge gebildet wird, sind offen.

Abgeschlossene Teilmengen
Definition: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Beispiele: Es seiena,b € R mita<b
Dann ist [a,b] abgeschlossen in IR, denn IR\ [a,b] =]- o,a [ U ] a, o [ ist offen. (nach Satz 3.4.1 iii))
[a, oo [ und ]-o0,a] sind abgeschlossen, denn IR \ [a, oo [= ]- o0,al und R \ ] -c0,a] = Ja, oo [ sind offen.

Topologie

Definition: X sei eine Menge, P(X) sei die Menge aller Teilmengen von X, die sogenannte Potenzmenge von
X; auBerdem T < P(X)

T heiflt Topologie, falls gilt:

i) {},XeT

n
ii) Sein € IN. Dann gilt fiir alle Mengen Gy,..., G, € T: ﬂ G eT.
i=1
( Der Durchschnitt endlich vieler Elemente von T ist ebenfalls Element von T).
iii) Sei I eine beliebige Indexmenge, G; € T fiir alle i€l. Dann gilt: U G eT.
iel

(Die Vereinigungsmenge beliebig vieler Elemente von T ist ebenfalls Element von T).
Satz 3.4.2: Fiir einen metrischen Raum (X,d) ist T:= { A < X | A ist offen beziiglich d} eine Topologie.

Beweis: Uberpriifung der Kriterien aus der Definition der Topologie:
i) {}, X € T nach Satz 3.4.1 1)
ii) Seien Aj,...,A, € T. Dann sind die A;, 1 <1 < n, nach Definition von T offen und nach Satz 3.4.1 ii)

n n
auch ﬂ A; offen. Damit gilt: ﬂ A eT.

i=1 i=1
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iii) Seien I eine Indexmenge und A; € T V iel. Dann sind alle A; offen, damit ist nach Satz 4.1 iii) auch

U A; offen. Also: U AieT. g.e.d.
iel iel
Aufgaben:

A) Uberlege Dir mdglichst verschiedenartige Beispiele fiir offene und abgeschlossene Mengen im IR? !
B) Was ist die ,,kleinste” Topologie fiir jede beliebige Menge X ?

Hier bietet sich ein kurzer Ausblick auf Schtweisen der Topologie zum Kursthema an. Die Beweisskizze fir Satz
3.4.1 kann in diese Gedanken einfiihren.

3.5. Folgen, d-Konvergenz von Folgen
Quelle zur Vorbereitung: Eigene Zusammenstellung von Definitionen, Beispielen, Sétzen (4seitig);
[23], Kap. 6, S. 55,56

In diesem und dem folgenden Vortrag sind grundlegende Genauigkeits-Konzepte enthalten, auf denen letztlich
auch die numerische Naherung bestimmter reeller Zahlen aufbaut.

Definition: Eine Abbildung x: IN - X, n i x,:= y(n) heifit Folgein X.
Die Bildmenge von y wird mit ( y(n): n € IN') oder (x,: neIN) notiert und ebenfalls als Folge bezeichnet.

Beispid: y: IN - X, n— x,:=y(n) := n’: kompakter geschrieben als ( n’: nelN), d.h. x;=1, x,=4, x3=9, ...

Definition: Sei X eine Menge, (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,: ne IN) in X heifit d-konvergent in
(X,d) gegen ein xeX , wenn es ein xeX gibt, so dass gilt: Fiir jedes auch noch so kleine € > 0 kann man ein
N € IN finden, so dal d (x, x,)<e istfirallen>N;

Beispiele und Aufgaben:
A) SeiX=IR;d(x,y)::| x—y|ﬁirx,y e R.
1. Die konstante Folge (1: ne IN) ist trivialerweise d-konvergent.
2. (ﬁ : neN) konvergiert gegen O IR. Versuche, dies zu beweisen!
Ldsung:
Beweis: Sei ¢ > 0 (beliebig) vorgegeben. Zu zeigen ist: Es gibt ein N, € IN , so daB:
L0 | =Ll<g fiiralle n>N,. Da man stets ein N, € N mitN, >1 finden (und angeben)

kann, ist die Behauptung bewiesen.
3. Die Folge (x,: ne IN) mit x, := (1+in )" konvergiert gegen ein xo€ IR, das man die eulersche Zahl e
nennt.

Beweis: Wir zeigen: lim(1+%)" = ¢* = exp (x) . Sei x” # 0 und x beliebig :
n—o0

1 "+h) —1 '

L og(x) = Jim 2EEH OB pep - s

X' dx' h—0 h n

1 log(x'+ %) —log(x")
= —= lim Lt | setze x'=1

X n—o X

n

1 log(1+3)-0 1 N N

= —~= lim —————— = lim Tlog(1+2) =— lim log(1+ )" < x = lim log(1+%)
n—oo =2 n—o X n—>w n—»o

n

< e* =exp(lim log(1+2)") = lim exp(log(1+2%)") | aufgrund der Stetigkeit der exp - Funktion
n—o0 n—o
e’ = lim (1+2)"
n—oo

fiir x = 1 folgt die Behauptung. q.e.d.
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B) Gegeben ist C[0;1] (der Raum aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [0;1] ) und die Folge von stetigen
—nx+1 fi 0;L 1 fiir x=0
nx ur xelh ]l wie £ :={ o (feClo;1])

0 sonst 0 sonst

Funktionen f, (x):= {
Behauptung: Fiir ein gegebenes x[0;1] konvergiert (f,(x) : n, € IN) gegen f(x), d.h. f, konvergiert
punktweise gegen f. Beweise diese Behauptung!
L 6sung:
Beweis: 1. Fall: fur x=0 offensichtlich erfiillt;

2. Fall: x#0. Dann gibt es offenbar ein Ne IN mit: f,(x)=0 Vn>N = d(f, f,)=0Vn>N. q.e.d.

Behauptung: Beziiglich der Supremumsmetrik d,, (mit d.(f; g):=|| f— g ||.. ) konvergiert (f,: neIN) in C[0;1]
nicht (insbesondere nicht gegen f). Versuche, diese Behauptung zu begriinden!
L 6sung:
Begrindung: ||f(x)-f.(x)||l.=1 fiir alle xe[0;1]
(wéhlt man x nur geniigend nahe an 0, so ist f,(x) immer ,,fast 1

und f(x)=0, = sup (fu(x)-f(x))=1)
Xe[0;1]

(f.: ne IN) ist daher beziiglich d,, nicht konvergent gegen f.

3.6. d-Cauchy-Folgen und d-Konvergenz
Quelle zur Vorbereitung: Eigene Zusammenstellung von Definitionen, Beispielen, Sétzen (4seitig);
[23], Kap. 6, S. 55,56

Interessant im Hinblick auf Genauigkeitsbetrachtungen ist in diesem Vortrag, dass zwei Genauigkeitskonzepte
im Falle eines vollstandigen metrischen Raumes als aquivalent erkannt werden.

Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,: ne IN) in X heif3t d-Cauchy-Folge, wenn gilt:
Fiir alle (noch so kleinen) reellen Zahlen € > 0 kann man ein N, € IN angeben, so dall d ( x,, X,,) < ¢ fiir alle
n, m2> N, ist.

Aufgabe: Finde drei Beispiele fiir d-Cauchy-Folgen und vergewissere Dich, dass die Bedingung in der Definiti-
on erfiillt ist!

Der Zusammenhang zwischen d-konvergenten und d-Cauchy-Folgen ergibt sich wie folgt:
Satz: Jede gegen ein xe X d-konvergente Folge (x,;ne IN) in X ist eine d-Cauchy-Folge.

Beweis: Fiir alle £ > 0 existiert ein N,eIN, so daB}: d (x, x,) <& fiir allen> N,
((x,: neIN) konvergente Folge nach Voraussetzung)

Sei nun ¢ beliebig vorgegeben; dann gilt: Es gibt ein Npe IN: d(x, x,,) <% fur alle n>N,;,
Mit beliebigen n, me IN, n, m >N, gilt: d (x, x,) <5 und gleichzeitig d (x, X,) <5
Also: d (Xp, Xm) £ d (X, Xp) +d (X, Xm) < § + 5 =¢ (Dreiecksungleichung der Metrik)

€ > 0; n, m >N, waren beliebig, also gilt:
Fiir alle € > 0 gibt es ein N € IN, so daB}: d (x,, x,) <€ fiirallen,m> N; .
Also ist (x, : ne IN) d-Cauchy-Folge. g.e.d.

Definition: (X,d) heifit vollsténdig, wenn es fiir jede d-Cauchy-Folge (x,: ne IN) in X ein xeX gibt, so dass
(xp: ne IN) in (X,d) gegen x konvergiert.

Satz: In einem vollstdndigen metrischen Raum (X,d) gilt:
(xn: ne IN) ist d-konvergente Folge < (x,: ne IN) ist d-Cauchy-Folge

Bewels: folgt unmittelbar aus dem obigen Satz und der Definition der Vollstindigkeit.
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Beispiele und Aufgaben:
A) Der metrische Raum (@,d ) der rationalen Zahlen mit d(x,y) =| x - y | fiir x,y € @ ist nicht vollstdndig.

B)

0

Versuche, dies durch ein Dir bekanntes Beispiel zu zeigen!

L dsung:

Beispielsweise konvergiert nach Beispiel A.3 in 3.5 die Folge (x,: neIN) mit x,, := (1+% )" nicht in @ (eg@).
Zu zeigen bleibt: Die Folge (x,: neIN) ist d-Cauchy-Folge in (®,d ): Dies ist der Fall, weil sie in (IR,d) kon-
vergent ist, daher auch d-Cauchy-Folge in (IR,d) und damit: Fiir alle € > 0 gibt es ein N e IN, so dal d(x,, Xu)
< ¢ fiir alle n, m > N; gilt.

x,€ @ fiir alle ne IN, daher ist (x,: ne IN) auch in (®,d) d-Cauchy-Folge.

Sei X=C[0;1] mit f, d, , || f|l» , (f,: ne IN) wie in Beispiele und Aufgaben B) in 3.5.
1 1

Sei auflerdem d,(f; g) :=J- | f (x)—g(x)|dx die 1-Norm-Metrik und d,(f; g) :=I (f (x)—-g(x))? dx
0 0

die Metrik zur euklidischen Norm auf X.

Behauptung: Beziiglich d; und d, ist (f,: neIN) d-Cauchy-Folge. Begriinde dies!
L 6sung:
Begrindung: (f,: neIN) konvergent gegen f, denn der Fldcheninhalt unter f, - f strebt gegen 0 fiir n—o0.

Folgerung: (C[0;1],d;) ist nicht vollstiandig, denn es gilt fzC[0;1] .

Im Gegensatz dazu ist (C[0;1],d,) vollstindig, da jede d..-Cauchy-Folge in (C[0;1],d.,) gegen ein stetiges
g € C[0;1] konvergiert. Beweise dies!

L dsung: (Beweisin den Unterlagen zur Vorbereitung)

Gegeben sei die Folge (n: neIN) und der metrische Raum (IR,d,) mit der Metrik d,(x,y)=|arctan(x)-arctan(y)|
(hier kein Beweis der Metrikel genschaften der Arkustangensmetrik).

(IR,d,) ist nicht vollstindig, da (n: neIN) gegen kein xeIR konvergiert, aber (n: neIN) dennoch d,-Cauchy-
Folge ist, wegen: Fiir alle € > 0 gibt es ein N.€ IN, so daB} d,(f,, f,) < € fiir alle n, m > N, ist. (fiir n,m—o0 :
larctan(x,) - arctan(x,,)] = 0, weil arctan(x) fiir x—c0 gegen /2 konvergiert).

Zusatzaufgabe: Suche fiir die Beispiele A)-C) graphische Veranschaulichungsmoglichkeiten!
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