3.17. Genauigkeit mathematischer Begriindungen: Archimedes und die

Berechnung des Kugelvolumens
Quélle zur Vorbereitung: [3], S.25-36

Um nach den vorangegangenen Uberlegungen auch die Genauigkeit mathematischer Begriindungen zu untersu-
chen, wird im Folgenden eine heuristische, beweisihnliche Uberlegung von Archimedes vorgestellt, die von
Archimedes auch nicht als vollgiiltiger mathematischer Beweis gesehen wurde, obwohl die Argumentation sehr
iiberzeugend erscheint. Der zu beweisende Satz lautet:

Satz:
Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r ist gleich dem vierfachen Volumen eines Kegels mit einem Kreis
mit Radius r als Grundfldche und mit der Hohe r .

Fiir seine heuristische Uberlegung verwendet Archimedes ein Verfahren, bei dem die Kugel als unendliche
Summe von unendlich diinnen Kreisscheiben aufgefasst wird.

Archimedes verwendet die in Abb. 3.17.1 wiedergegebene Figur. Diese entsteht dadurch, daf iiber dem Kugel-
durchmesser [AB] , auf dem der Kugeldurchmesser [CD] senkrecht steht, Quadrate errichtet werden, die das
Rechteck FGHJ bilden und als Schnittfigur eines geraden Kreiszylinders mit der Achse AB und dem Grund-
kreisradius AF = AB interpretiert werden. Das Dreieck BCD ist die Schnittfigur eines geraden Kreiskegels, der
gerade die Eigenschaften des im obigen Satz beschriebenen Kegels hat.

Durch Ne[AB] ist die Parallele ST zu GH gegeben, die Schnittpunkte mit den Geraden BC und BD sowie mit
der Kreislinie heiflen O,P bzw. Q, R. Durch Verdoppelung der Strecke [AB] entsteht der Punkt E.
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Abb. 3.17.1: Heuristik zum Kugelvolumen

Wenn man den Fliacheninhalt des Kreises mit dem Radius r mit K(r) bezeichnet, den Flacheninhalt des Quadrats
mit der Seitenldnge a als Q (a) und den Flacheninhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen a und b als R (a, b)
notiert, so erhdlt man aus Abb. 3.17.1 die Beziehungen:
Q(ON)+Q(NQ)=Q(BN)+Q(NQ)=Q(BQ)=R(BN,AB)=R (ON ,SN) (3.17.1)
Dabei gilt die erste Gleichheit, weil die Strecken [ON] und [BN] offenbar gleich lang sind, die zweite Gleichheit
aufgrund des Satzes von Pythagoras, die dritte wegen des Kathetensatzes.

Q(ON)+Q(NQ) _ R(ON,SN) _ ON

Mit (3.17.1) ergebt sich fiir das Verhiltnis: — — — (3.17.2)
Q(SN) Q(SN) SN
Mithin erhdlt man durch Erweitern mit 7: KON f (NQ) = (EI = ]31
K (SN) SN BE
= BE-(K(ON)+K(NQ) )=BN-K(SN) (3.17.3)
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(3.17.3) kann man als eine Art Hebelgesetz interpretieren, wenn man sich den masselosen Balken [AE] in B
aufgehingt denkt, an dem als Massen die Fliche K (SN ) in N und die beiden Kreisflichen K (ON) und K
(NQ) jeweils in E angebracht sind.

Fiihrt man diese Verlagerung des Kegels- und Kugelschnittkreises fiir alle Schnittgeraden ST zwischen A und B
durch, so erhilt man nach den obigen Uberlegungen ein Gleichgewicht zwischen allen in E aufgehingten
Schnittkreisen des Kegels mit dem Schnittdreieck BFJ und allen Schnittkreisen der Kugel einerseits und samtli-
chen Schnittkreisen des Zylinders, dessen Schwerpunkt M ist, andererseits. Nach diesem Hebelgesetz gilt also
fiir die Volumina:

VKegel (BF)) + VKugel = % VZylinder (3 174)
Ferner weil man:  Vzyiinger =3 Vikegelgr)  UNd: Viegel (80D) :é Vkegel (BF) (3.17.5)

(z.B. wegen zentrischer Streckung von Kegel BCD an B mit Streckfaktor 2; das Volumen wird verachtfacht)

Aus (3.17.4), und (3.17.5) folgert man Vigygel =4 Vikegel (8cp) > Womit dieser heuristische Gedankengang sein
Ziel erreicht hat.

Die vorgestellte heuristische Methode kann nicht als mathematisch korrekter Beweis gelten. Im folgenden Bei-
spiel soll illustriert werden, dass ein analoger Gedankengang zu einer offensichtlich falschen Aussage fiihrt:

Im Dreieck ABC sei die Seite [AC] langer als [BC]. [CD] bezeichne die Héhe von C auf die Seite [AB], die das
Dreieck in zwei nicht gleichgroBe, rechtwinklige Teildreiecke ADC und DBC unterteilt. Zieht man nun eine
beliebige Parallele FG zu AB, die das Dreieck schneidet, so gibt es stets Lote [FH] und [GJ], die gleich lang
sind. Denkt man sich die gesamte Flache eines Teildreieckes aus unendlich vielen Loten zusammengesetzt, die
jeweils ein gleich langes Lot im anderen Teildreieck besitzen, so miifite man analog zur heuristischen Methode
des Archimedes folgern, dass das Dreieck ADC den gleichen Flacheninhalt hat wie das Dreieck DBC. Dies ist
aber offensichtlich falsch.
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Abb. 3.17.2: ,,Gegenbeispiel“ zum begriindenden Wert der Heuristik zum Kugelvolumen

Man erkennt, dass andere, strengere Beweismethoden verwendet werden miissen. Archimedes konnte nicht auf
die Integralrechnung zuriickgreifen und fiihrte deshalb mit anderen Mitteln einen weniger anschaulichen, aber
mathematisch korrekten Beweis.

3.18. Ein Beispiel fiir die Gewinnung ,,sicherer* statistischer Aussagen:

Signifikanztests
Quélle zur Vorbereitung: [1], S. 345 ff, [5], S. 241 ff

Jemand stellt beim Spazierengehen im Wald die Vermutung auf, dass mehr Bdume krank sind als frither. Um
diese Vermutung zu tiberpriifen, nimmt er sich 50 zufillig ausgewéhlte Baume vor und stellt fest, wie viele da-
von krank sind. Um eine Entscheidung zu treffen, miisste er wissen, wie grofl der Anteil an kranken Bédumen
,friher* war.

Wie auch immer diese Entscheidung ausfillt, ist sie mit einer Unsicherheit behaftet. Man konnte zufillig bei-
spielsweise nur gesunde oder auch vorwiegend kranke Baume in seine Stichprobe einbezogen haben und deshalb
eine nicht zutreffende Folgerung gezogen haben.
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Um grofitmogliche Sicherheit statistischer Aussagen anzustreben, d.h. zumindest die Unsicherheit abschétzen zu
konnen, und mdoglichst genaue Angaben iiber eine bestimmte Variable (wie hier den Anteil der kranken Baume)
machen zu kénnen, verwendet man die Testtheorie. Als Beispiel sollen hier Signifikanztests vorgefiihrt werden.

Fiir Signifikanzteste verwendet man folgendes Modell:
Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge von n Elementen (,,k aus n) bezeichnet man mit G{l] .
Esgilt: | n! (mit n! ﬁfu INund 0!=1) (ohne Beweis) (3.18.1)
S gt = mit n: = 1 rne un = onne bewels 1o,
S U IR

Man betrachtet nun einzelne Zufallsexperimente, bei denen es nur auf die Ereignisse E: ,, Treffer oder E: ,,hicht

i=1

Treffer ankommt. Die Wahrscheinlichkeit fiir E sei p, die fiir E ist dann q:=1-p. Eine Serie n solcher Zufalls-
experimente, bei der die einzelnen Versuche voneinander unabhingig sind (d.h. jede Wiederholung des Zufalls-
experiments findet unter den gleichen Voraussetzungen statt) heifit Bernoulli-Kette. Die Variable X (Zufallsvari-
able) bezeichnet die Anzahl der ,, Treffer, d.h. des Eintretens des Ereignisses E in der Serie der n Zufallsexpe-
rimente.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Bernoulli-Kette genau k-mal das Ereignis E eintritt, ist durch die soge-
nannte Binomialverteilung gegeben:

n
B(n; p; k) = [

kjp“q“‘k (firk e {0, 1, ...,n}) (3.18.2)

Beispiel: Abbildung 3.18.1 zeigt ein Balkendiagramm fiir die Binomialverteilung zu n=10 und p=0,2.
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Abbildung 3.18.1: Balkendiagramm fiir die Binomialverteilung zu n=10 und p=0,2

n
Den Erwartungswert p fiir eine Bernoulli-Kette definiert man durch p = Z k-B(n,p,k)=n-p (3.18.3)

i=1

(ohne Beweis fiir das zweite Gleichheitszeichen)

Die Varianz V(X) fiir eine Bernoulli-Kette definiert man durch v (x) = i (k-2 -Bn,p,k)=n-p-q (3.18.4)
k=0

(ohne Beweis fiir das zweite Gleichheitszeichen)

Die Standardabweichung o (Streuung um den Erwartungswert) definiert man durch ¢ (X) = \/V(X) (3.18.5)

Mittels dieser Begriffe kann man nun Signifikanztests formulieren:

Ausgangspunkt ist eine Aussage iber die zu betrachtende Variable, die sogenannte Nullhypothese Hy . Zu dieser
stellt man die Verneinung auf (Gegenhypothese H;). Die Gegenhypothese ist meist die Vermutung, zu deren
Gunsten die Nullhypothese mit groBer Sicherheit abgelehnt werden soll.

Die Zufallsvariable X, die die Anzahl der ,,Treffer fiir die Bernoulli-Kette der Lénge n angibt, fungiert als Test-
grofe.

Man legt nun das sogenannte Sgnifikanzniveau o des Test fest, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass Hy zu Unrecht
abgelehnt wird (Fehler 1. Art)

Man konstruiert einen moglichst groien Ablehnungsbereich A fiir Hy so, dass PHO(X € X) <a.
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Falls A aus zwei Teilintervallen A;und A, besteht, so legt man A; und A, so fest, dass P(X € A)) <% a
und P(X € Ay) < 0.
Nun bildet man die Stichprobe und wertet sie aus, d.h. man bestimmt den Wert von X.

SchlieBilich entscheidet man sich mit folgender Entscheidungsregel: Ist X e A, so wird Hy zu Gunsten von H,
abgelehnt. Ist X ¢ A, so kann Hy mit diesem Test nicht abgelehnt werden.
Mit einem Signifikanztest konnen also Hypothesen nur verworfen, nicht aber beweisen werden.

Lehnt man Hy ab, so tut man dies mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von mindestens 1 - a.

Oft verwendet man als Signifikanzniveau a einen der Werte 0,32; 0,045 oder 0,003, weil dies die Irrtumswahr-
scheinlichkeiten (= Signifikanzniveaus) fiir die 16-Umgebung, die 26- bzw. die 36 - Umgebung um den Erwar-
tungswert p sind. Der Ablehnungsbereich A ist dann so zu wihlen, dass die jeweilige Umgebung [u - o; p + o],
[u-20; u+ 20] bzw. [u - 30; p + 35] vollstindig auBerhalb von A liegt.

Wie aus der Tabelle unten hervorgeht, gibt es auch einen Fehler 2. Art, dessen Auftretenswahrscheinlichkeit man
minimieren mochte. Ein gleichzeitiges Minimieren von o und 3 kann man nur iiber eine VergroBlerung der
Stichprobenlange n erreichen.

Hy ist | Entscheidung Entscheidung ist | Fehler / Risiko [ Jeweilige Wahrscheinlichkeit
wahr | Ablehnung von Hy nicht richtig 1. Art o
Nicht-Ablehnung von Hy richtig - 1-a
falsch [ Ablehnung von Hy richtig -
Nicht-Ablehnung von Hy nicht richtig 2. Art B
Aufgaben

In einem Wald stehen gesunde und kranke Baume. Die Waldschadensstatistik weist fiir die Region 20% der

Baume als krank aus. Ein Forster will feststellen, ob der Anteil an kranken Bdumen in einem bestimmten Wald-

stiick (z.B. an der Autobahn) hoher ist. Er wahlt dafiir zuféllig 50 Bdume aus und bestimmt, ob sie krank sind.
a) Vorausgesetzt, es sind in dem Waldstiick tatsdchlich 45% der Baume krank. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, dal der Forster unter den 50 gepriiften Baumen genau 30 (10, 23, 45) kranke Bdume findet?
b)Berechne den Erwartungswert und die Varianz fiir die Anzahl kranker Baume unter den 50 Getesteten!
¢) (mit Stochastischem Tabellenwerk) Uberpriife, ob er mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von héchstens
10%, d.h. mit einer Sicherheit von 90% die (Null-)Hypothese ,,20% der Baume sind krank* ablehnen kann,
wenn er unter den 50 Baumen 20 kranke findet! Bestimme den entsprechenden Ablehnungsbereich!

Viele weitere Aufgaben zu diesem Thema finden sich in Schulbiichern, zB. auch in [1], [5].

4. Vorschliage zur thematischen Variation und Methodik im Rahmen
eines Pluskurses

Wegen des etwas geringeren Zeitrahmens des Pluskurses, der entfallenden Vorbereitungsphase, der sicherlich oft
notwendigen Wiederholungen der Inhalte der in der vorangegangenen Woche betrachteten Inhalte, sowie ande-
rer Rahmenbedingungen ist es wahrscheinlich nicht moglich, das Vortragsprogramm der Schiilerakademie iden-
tisch zu iibernehmen. Es ist gegebenenfalls ratsam, ein reduziertes mathematisches Programm auf wissenschaft-
lichem Niveau zusammenzustellen, das nach einer Vorlauf- und Einfithrungsphase von Schiilern in zu Hause
vorbereiteten Vortrigen vorgestellt und in Ubungen, vergleichbar der Schiilerakademie, vertieft wird.

Die Gedanken des Kurses der Schiilerakademie zu Vektorraumen, Metriken und Normen sowie darauf aufbau-
end zu Folgen und d-Konvergenz, erginzt durch die Behandlung der axiomatischen Grundlegung der reellen
Zahlen, konnen einen geeigneten Rahmen fiir ein solches reduziertes Programm bilden. Dieses Programm kann
dann im gewiinschten Umfang thematisch verbreitert bzw. vertieft werden.

Falls die Methode der kleinsten Quadrate und die lineare Regression im Bereich der Numerik Ziel der Vortrags-
arbeit sein soll, so konnen andere, vereinfachte Zugénge (ohne die Theorie metrischer Rdume) gewéhlt werden,
um so einen kleineren Umfang der Vortragsarbeit zu erreichen.
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Im Programm des Kurses der Schiilerakademie kdnnen die Vortragsthemen der Vortrdge 9, 17 und 18 entfallen.
Die Inhalte der Vortrage 17 und 18 konnen stattdessen in die Themenstudienarbeit einbezogen werden.

Eine dritte mogliche Schwerpunktwahl besteht darin, das Nahern stetiger Funktionen zu thematisieren und Vor-
trag 9 ,,Der Approximationssatz von Weierstra3* um die Taylor-Entwicklung und ggf. weitere Inhalte zu erwei-
tern.

Auch andere Themenkomplexe eignen sich in dhnlicher Weise fiir ein reduziertes Vortragsprogramm.

Eine fokussierte, genaue Betrachtung eines kleineren Teilbereiches einer mathematischen Theorie erfiillt die
Funktion des idealtypischen Beispiels fiir Genauigkeit im wissenschaftlichen Vorgehen der Mathematik sicher-
lich genauso gut wie eine grof3e Fiille theoretisch aufwindiger mathematischer Sachverhalte.

Die Gedanken zu Fehlerrechnung und deterministischem Chaos im Bereich der Physik sind vom Aufwand her
vertretbar, haben hohen Erkenntniswert und wirken motivierend. Zusitzliche Experimente, Praxisbeispiele
und/oder Simulationen am Computer konnen ein Betatigungsfeld fiir Gruppen- und Projektarbeit sein und viel-
faltige Lernerlebnisse vermitteln.

Zur Abwechslung und Demonstration der Anwendbarkeit der mathematischen Inhalte kdnnten in Abstédnden
zusitzlich Ubungen im Computerraum mit Approximations- oder Berechnungsaufgaben eingeschoben werden.
Eine solche thematische Erweiterung lédsst die Schiiler das Genauigkeitsproblem ganz praktisch erleben. Beispie-
le waren Umsetzungen von Naherungsverfahren z.B. fiir Quadratwurzeln oder fiir «t, oder die in der Computer-
berechnung ,.konvergente* harmonische Reihe, wobei die ,,Konvergenz“ abhidngig von der verwendeten Anzahl
der Dezimalstellen ist (z.B. in DERIVE einfach zu demonstrieren). Aus der Praxis ergeben sich gegebenenfalls
Fragen, die Schiilergruppen mit Hilfe geeigneter Numerik-Textquellen theoretisch bearbeiten konnen. Der
Schritt vom praktischen numerischen Problem zur Theorie - und vielleicht gar wieder zuriick zur Praxis - ent-
spricht dem wissenschaftlichen Vorgehen in dieser Teildisziplin der Mathematik.

Je nach Interessenlage der Kursteilnehmer kdnnte noch mehr Wert auf eine vertiefte Auseinandersetzung mit
philosophischen Aspekten gelegt werden. Es empfiehlt sich dabei, einen Lehrer des Faches Philosophie - z. B.
als ,,Experten in einer Expertenbefragung durch den ganzen Kurs - in das Kursgeschehen miteinzubeziehen. So
konnten beispielsweise die Ideen von Plato oder der Erkenntnistheorie fiir die Kursarbeit nutzbar gemacht wer-
den. Bei einer Betonung der philosophischen Dimension des Kursthemas ist es bereichernd, in die Aussagen der
Quantenmechanik tiber das Weltbild der modernen Physik einzufiihren.

Ebenfalls je nach Préferenz der Kursteilnehmer kénnen auch Aspekte der Geschichte der Mathematik bzw. Phy-
sik im Pluskurs noch mehr Raum erhalten. Beispielsweise stellt das historische Umfeld der Entwicklung von
Prézisionsgeriten sicherlich einen lohnenden Gegenstand der Betrachtung dar.

Im Kurs der Schiilerakademie trat die historische Dimension leicht in den Hintergrund, weil kein Kursteilnehmer
auf den Umfragezetteln vor dem Kursbeginn Interesse an diesem Bereich bekundet hatte. In Zwischenbemer-
kungen und Themen wie ,,der Grundlagenstreit in der Mathematik“ (Altere Formalisten, Logizisten, Intuitio-
nisten, Konstruktivisten, Neuere Formalisten, Godel, etc.) oder ,,Archimedes...“ (s. Vortrag 16) kamen mathema-
tik-geschichtliche Inhalte doch zu einigem Recht.
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